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フィボナッチ数に関心のある皆様	

	

	

	

	

	 2020 年 8 月に行われる予定のフィボナッチ研究集会を４月には中止にして、

一年間準備をされてきた方も多い中で二つの代替を決めました。	

	

１．研究集会での発表原稿を基にした冊子の代わりに投稿原稿を全員に配信し

てコメントを集め参考にして最終稿にする。一部紙媒体として保存。	

２．休憩時間や懇親会での交流時間の代わりにニュースレターを通して近況報

告を配信する。	

	

	 ニュースレターは 2020 年 9 月 7 日に配信済み。頂いた原稿は一部修正があ

りましたが，昨年同様全員に配信し一部は紙媒体として保存。原稿の締め切り

は 8月 21 日でしたが，冊子発行日は少しずれ 10 月になりました。報告集は対

面を前提としたもので，コロナ禍では大きく変わりましたが，冊子のタイトル

は継続性を考え『第 18 回日本フィボナッチ研究集会報告』としました。	

	 今まで大変な時期もありましたが皆様のサポートで乗り越えてきました、来

年の状況は全く分かりませんが、収束の兆しが見えれば 1月から 3月に日程調

整、4月に会場と懇親会会場の申し込みを予定しています。	

	

	

日本フィボナッチ協会代表	 大関	清太	

	

 



周期パラメータについての連分多項式の明示公式 ∗

渋川元樹 † (神戸大理)

講演動画 : https://www.youtube.com/watch?v=iKBj9vFrI5w

概 要
第 18回日本フィボナッチ協会研究会で発表した l周期の連分多項式の明示公式について述べる.

1 Introduction

無限数列 a := (am)m∈Z, b := (bm)m∈Z, c := (cm)m∈Zに対し,

ap := (am)m∈Z≥p
, bp := (bm)m∈Z≥p

, cp := (cm)m∈Z≥p

とし
αp := (ap,bp, cp)

とおく. n× nの三重対角行列を

Tn(αp) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ap bp 0 · · · 0 0

cp ap+1 bp+1 · · · 0 0

0 cp+1 ap+2 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · ap+n−2 bp+n−2

0 0 0 · · · cp+n−2 ap+n−1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

とし, 連分多項式 (continuant polynomials) を
K−1(αp) := 0, K0(αp) := 1, Kn(αp) := det Tn(αp)

で定める.

連分多項式については, 連分数や直交函数系等と関連して古くから多くの研究がなされてきている
[T]. 明示公式に関しても, Euler以来良く知られているが, Rozsa (Linear Algebra Appl. 2, 1969) は
パラメータに l周期性

ap+l = ap, bp+l = bp, cp+l = cp, (p ∈ Z)

を課すと, 第 2種Chebyshev多項式を用いて比較的綺麗に書けることを示した. この別証明について
報告したい.

∗本研究は科研費 (課題番号 : 18J00233)の助成を受けたものである.
†g-shibukawa@math.kobe-u.ac.jp
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2 Preliminaries

主結果の証明に必要となるいくつかの事実を listする. まずGaussの超幾何函数
2F1

(
a, b

c
;x

)
:=
∑

m≥0

(a)m(b)m
m!(c)m

xm, (a)m :=

⎧
⎨

⎩
a(a+ 1) · · · (a+m− 1) (m ̸= 0)

1 (m = 0)

を用いて第 2種 Chebyshev多項式を
Un(x) :=(n+ 1)2F1

(
−n, n+ 2

3
2

;
1− x

2

)
=

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
(n+ 1)k+1(

3
2

)
k

(
1− x

2

)k

,

(
n

k

)
:=

⎧
⎨

⎩

n(n−1)···(n−k+1)
k! (k ̸= 0)

1 (k = 0)

によって定義する. これは sinの n倍角多項式
sin (n+ 1)θ

sin θ
= Un(cos θ)

が成り立ち, 特にその母函数
1

1− 2xu+ u2
=
∑

n≥0

Un(x)u
n (1)

が知られている.

他方, 2変数 n次の完全斉次対称多項式 hn(x, y)を
hn(x, y) :=

∑

i+j=n

xiyj =
xn+1 − yn+1

x− y

で定める. よく知られているように hn(x, y)の母函数は
1

(1− xu)(1− yu)
=
∑

n≥0

hn(x, y)u
n (2)

である. (1)と (2)を比較して次を得る.

hn(x, y) =

⎧
⎨

⎩
(xy)

n
2 Un

(
x+y
2
√
xy

)
(xy ̸= 0)

(x+ y)n (xy = 0)
. (3)

2× 2行列のベキ乗は Un(x)を用いて書くことができる.

Lemma 1. 複素数成分の 2× 2行列
A :=

(
a b

c d

)

と任意の非負整数mについて
Am = hm−1(ρ+, ρ−)A− hm−2(ρ+, ρ−)(det A)E2
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=

⎧
⎨

⎩
(det A)

m−1
2 Um−1

(
tr A

2
√
det A

)
A− (det A)

m
2 Um−2

(
tr A

2
√
det A

)
E2 (det A ̸= 0)

(tr A)m−1A (det A = 0)
. (4)

が成り立つ. ただし, ρ±は行列Aの特性根である.

Proof. 多項式 λmを行列Aの特性多項式 det (λE2 −A) = λ2 − tr Aλ+ det Aで割り算すると
λm = p(λ)(λ2 − tr Aλ+ det A) + c1λ+ c0.

ここでAの特性根 ρ+ ̸= ρ−を代入して, c1, c0について解くと
c1 =

ρm+ − ρm−
ρ+ − ρ−

= hm−1(ρ+, ρ−),

c0 = −
ρm+ρ− − ρ+ρm−

ρ+ − ρ−
= −hm−2(ρ+, ρ−) det A.

ρ := ρ+ = ρ−のときは
λm = p(λ)(λ− ρ)2 + c1λ+ c0

の両辺を λで微分した
mλm−1 = 2p(λ)(λ− ρ) + c1

で λ = ρとすることで
c1 = mρm−1 = hm−1(ρ, ρ),

c0 = −(m− 1)ρm = −hm−2(ρ, ρ) det A.

Example 2 (四元数の n乗). a, b, c, dを実数として, 次の 2× 2行列Qの n乗を考える:

Q = Q(a, b, c, d) = aE2 + bI + cJ + dK =

(
a+ b

√
−1 c+ d

√
−1

−c+ d
√
−1 a− b

√
−1

)
̸= O,

I :=

(√
−1 0

0 −
√
−1

)
, J :=

(
0 1

−1 0

)
, K :=

(
0

√
−1√

−1 0

)
.

このとき
det Q = a2 + b2 + c2 + d2 =: |Q|2, tr Q = 2a

なので, (4)にA = Qを代入して整理すると
Qn = |Q|n−1Un−1

(
a

|Q|

)
Q− |Q|nUn−2

(
a

|Q|

)
E2

= |Q|n
(

a

|Q|Un−1

(
a

|Q|

)
− Un−2

(
a

|Q|

))
E2

+ |Q|n−1Un−1

(
a

|Q|

)
(bI + cJ + dK)
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=
|Q|n

2

(
Un

(
a

|Q|

)
− Un−2

(
a

|Q|

))
E2

+ |Q|n−1Un−1

(
a

|Q|

)
(bI + cJ + dK)

= |Q|nTn

(
a

|Q|

)
E2

+ |Q|n−1Un−1

(
a

|Q|

)
(bI + cJ + dK).

最後の変形は Un(x)についての積和公式 (Pieri公式)

2xUn(x) = 2 cos θ
sin (n+ 1)θ

sin θ
=

sin (n+ 2)θ + sinnθ

sin θ
= Un+1(x) + Un−1(x)

と
1

2
(Un+1(x)− Un−1(x)) =

1

2

(
sin (n+ 1)θ

sin θ
− sin (n− 1)θ

sin θ

)
= cosnθ = Tn(x)

を用いた. ただし, Tn(x)は第 1種 Chebyshev多項式
Tn(x) := 2F1

(
−n, n

1
2

;
1− x

2

)
=

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
(n)k(
1
2

)
k

(
1− x

2

)k

, Tn(cos θ) = cosnθ.

よってQn = Q(a, b, c, d)nの係数を
Q(a, b, c, d)n = An(a, b, c, d)E2 +Bn(a, b, c, d)I + Cn(a, b, c, d)J +Dn(a, b, c, d)K

とすると
An(a, b, c, d) =

|q|n

2

(
Un

(
a

|q|

)
− Un−2

(
a

|q|

))
= |q|nTn

(
a

|q|

)
,

Bn(a, b, c, d) = b|q|n−1Un−1

(
a

|q|

)
,

Cn(a, b, c, d) = c|q|n−1Un−1

(
a

|q|

)
,

Dn(a, b, c, d) = d|q|n−1Un−1

(
a

|q|

)
.

連分多項式に関しては次のことがわかる.

Lemma 3. (1)

K−1(αp) := 0, K0(αp) := 1, Kn(αp) = apKn−1(αp+1)− bpcpKn−2(αp+2). (5)

(2)

L(α,β) :=

(
α β

1 0

)
,
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An(αp) := L(ap,−bpcp)L(ap+1,−bp+1cp+1) · · ·L(ap+n−1,−bp+n−1cp+n−1) (6)

とすると
An(αp) =

(
Kn(αp) −bp+n−1cp+n−1Kn−1(αp)

Kn−1(αp+1) −bp+n−1cp+n−1Kn−2(αp+1)

)
. (7)

よって特に
tr An(αp) = Kn(αp)− bp+n−1cp+n−1Kn−2(αp+1), det An(αp) =

n∏

j=1

bp+j−1cp+j−1. (8)

(3)

kn+1(αp) :=

(
Kn+1(αp)

Kn(αp+1)

)

とすると, n ≥ mなる自然数mについて
kn+1(αp) = Am(αp)kn+1−m(αp+m). (9)

(4) 任意の整数mについて
cm = −1

とすると
ap +

n−1
K
i=1

bp+i−1

ap+i
=

Kn(αp)

Kn−1(αp+1)
. (10)

ただし,

ap +
n−1
K
i=1

bp+i−1

ap+i
:= ap +

bp

ap+1 +
bp+1

ap+2 +
bp+2

. . .
ap+n−2 +

bp+n−2

ap+n−1

.

Proof. (1) Kn(αp)の定義より直ちに得られる.

(2) n = 1のときはよい. nで成立したとすると, An+1(αp)と inductionの仮定と (5)より
An+1(αp) = L(ap,−bpcp)An(αp+1)

=

(
ap −bpcp
1 0

)(
Kn(αp+1) −bp+ncp+nKn−1(αp+1)

Kn−1(αp+2) −bp+ncp+nKn−2(αp+2)

)

=

(
apKn(αp+1)− bpcpKn−1(αp+2) −bp+ncp+n(apKn−1(αp+1)− bpcpKn−2(αp+2))

Kn(αp+1) −bp+ncp+nKn−1(αp+1)

)

=

(
Kn+1(αp+1) −bp+ncp+nKn(αp+1)

Kn(αp+1) −bp+ncp+nKn−1(αp+1)

)
.
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(3) まずKn(αp)の定義と (5)より
kn+1(αp) =

(
Kn+1(αp)

Kn(αp+1)

)
=

(
apKn(αp+1)− bpcpKn−1(αp+2)

Kn(αp+1)

)
= L(ap,−bpcp)kn(αp+1).

よって
kn+1(αp) = L(ap,−bpcp)L(ap+1,−bp+1cp+1) · · ·L(ap+m−1,−bp+m−1cp+m−1)kn+1−m(αp+m)

= Am(αp)kn+1−m(αp+m).

(4) (5)と nについての帰納法より直ちにわかる.

3 Main results

以下, 数列 a, b, cに l周期性
ap+l = ap, bp+l = bp, cp+l = cp, (p ∈ Z)

を課す. これより特に
αp+l = αp (11)

が成り立つ.

Theorem 4.

Klm(αp) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(det Al(αp))
m−1

2 Um−1

(
tr Al(αp)

2
√

det Al(αp)

)
Kl(αp)

−(det Al(αp))
m
2 Um−2

(
tr Al(αp)

2
√

det Al(αp)

)
(det Al(αp) ̸= 0)

(tr Al(αp))m−1Kl(αp) (det Al(αp) = 0)

,

Klm−1(αp+1) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

(det Al(αp))
m−1

2 Um−1

(
tr Al(αp)

2
√

det Al(αp)

)
Kl−1(αp+1) (det Al(αp) ̸= 0)

(tr Al(αp))m−1Kl−1(αp+1) (det Al(αp) = 0)
. (12)

Proof. まず (9)と周期性 (11)より
klm(αp) = Al(αp)kl(m−1)(αp+l) = Al(αp)kl(m−1)(αp)

が成り立つことに注意する. これより
klm(αp) = Al(αp)

mk0(αp) = Al(αp)
m

(
1

0

)
.

ここで (4)より
det Al(αp) =

l∏

j=1

bp+j−1cp+j−1 ̸= 0
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のときは
Al(αp)

m = (det Al(αp))
m−1

2 Um−1

(
tr Al(αp)

2
√
det Al(αp)

)
Al(αp)

− (det Al(αp))
m
2 Um−2

(
tr Al(αp)

2
√
det Al(αp)

)
E2,

det Al(αp) = 0のときには
Al(αp)

m = (tr Al(αp))
m−1Al(αp).

これらと (7)

Al(αp) =

(
Kl(αp) −bp+l−1cp+l−1Kl−1(αp)

Kl−1(αp+1) −bp+l−1cp+l−1Kl−2(αp+1)

)
=

(
Kl(αp) −bp−1cp−1Kl−1(αp)

Kl−1(αp+1) −bp−1cp−1Kl−2(αp+1)

)

を併せると klm(αp)において成分比較をすることで結論を得る.

この定理の系として次の主結果を得る.

Corollary 5. j = −1, 0, 1, . . . , l − 2に対し
Klm+j(αp−j)

= Kj(αp−j)Klm(αp)− bp−1cp−1Kj−1(αp−j)Klm−1(αp+1)

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(det Al(αp))
m−1

2 Um−1

(
tr Al(αp)

2
√

det Al(αp)

)

·(Kj(αp−j)Kl(αp)− bp−1cp−1Kj−1(αp−j)Kl−1(αp+1))

−(det Al(αp))
m
2 Um−2

(
tr Al(αp)

2
√

det Al(αp)

)
Kj(αp−j) (det Al(αp) ̸= 0)

(tr Al(αp))m−1

·(Kj(αp−j)Kl(αp)− bp−1cp−1Kj−1(αp−j)Kl−1(αp+1)) (det Al(αp) = 0)

.

(13)

ただし,

−bp−1cp−1K−2(αp+1) := K0(αp−1) = 1

とする.

Proof. まず (9)と (7)より
klm+j(αp−j) = Aj(αp−j)klm(αp)

=

(
Kj(αp−j) −bp−1cp−1Kj−1(αp−j)

Kj−1(αp−j+1) −bp−1cp−1Kj−2(αp−j+1)

)(
Klm(αp)

Klm−1(αp+1)

)
.

ここで成分比較して (12)を用いることで結論を得る.

Remark 6. Theorem 4と Corollary 5はRozsa(Linear Algebra Appl. 2 , 1969)によって示された.

Rozsaの証明は continuantsの行列式を直接変形していくものだが, 我々の証明は 2× 2行列の議論だ
けで話が済んでいる分, より simpleな証明になっていると思われる.
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4 Examples

以下, l = 1, 2, 3の場合に (13)を具体的に書き下す.

4.1 l = 1

l = 1ゆえ,

a := ap = ap+1, b := bp = bp+1, c := cp = cp+1

とおく. この場合は (8)より
tr A1(αp) = a, det A1(αp) = bc.

よって (13)はよく知られているように以下のようになる.

Km(αp+1) =

⎧
⎨

⎩
(bc)

m−1
2 Um−1

(
a

2
√
bc

)
(bc ̸= 0)

am−1 (bc = 0)
. (14)

4.2 l = 2

l = 2ゆえ,

a1 := a2m+1 = a2m+3, b1 := b2m+1 = b2m+3, c1 := c2m+1 = c2m+3,

a2 := a2m = a2m+2, b2 := b2m = b2m+2, c2 := c2m = c2m+2

とおく. この場合は (8)より
tr A2(αp) = a1a2 − b1c1 − b2c2, det A1(αp) = b1c1b2c2.

よって (13)は以下のようになる.

K2m(αp) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

(b1c1b2c2)
m−1

2 Um−1

(
a1a2−b1c1−b2c2

2
√
b1c1b2c2

)
(a1a2 − bpcp)

−(b1c1b2c2)
m
2 Um−2

(
a1a2−b1c1−b2c2

2
√
b1c1b2c2

)
(b1c1b2c2 ̸= 0)

(a1a2 − b1c1 − b2c2)m−1(a1a2 − bpcp) (b1c1b2c2 = 0)

,

K2m−1(αp+1) =

⎧
⎨

⎩
(b1c1b2c2)

m−1
2 Um−1

(
a1a2−b1c1−b2c2

2
√
b1c1b2c2

)
ap+1 (b1c1b2c2 ̸= 0)

(a1a2 − b1c1 − b2c2)m−1ap+1 (b1c1b2c2 = 0)
. (15)

Example 7 (A q-analogue of Fibonacci numbers). Morier-GenoudとOvsienko [MGO]は有理 knot

の Jones多項式や cluster代数の F 多項式との関連から正の有理数 r
s の (正則)連分数展開

r

s
= a1 +

2n−1
K
i=1

1

ai+1
, a1, . . . , a2n > 0
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の次のような q類似を考えた:

[r
s

]

q
:= [a1]q +

2n−1
K
i=1

q(−1)i−1ai

[ai+1]q(−1)i
.

ただし q ̸= 0は複素パラメータで
[a]q :=

1− qa

1− q
.

我々の公式はこの q類似の具体例を書き下すのに役に立つ. たとえば正の整数 aについて
ap = [a]

q(−1)p−1 , bp = q(−1)p−1a, cp = −1 (16)

とし, この (16)を (15)に代入すると
K2m(αp) = Um−1

(
[a]q[a]q−1 + qa + q−a

2

)
([a]q[a]q−1 + q(−1)p−1a)

− Um−2

(
[a]q[a]q−1 + qa + q−a

2

)
,

K2m−1(αp+1) = Um−1

(
[a]q[a]q−1 + qa + q−a

2

)
[a]q(−1)p . (17)

更に (10)から
[a]q +

2n−1
K
i=1

q(−1)i−1a

[a]
q(−1)i

=

Um−1

(
[a]q [a]q−1+qa+q−a

2

)
([a]q[a]q−1 + q(−1)p−1a)− Um−2

(
[a]q [a]q−1+qa+q−a

2

)

Um−1

(
[a]q [a]q−1+qa+q−a

2

)
[a]q(−1)p

. (18)

特に
a1 = a2 = 1, bi = q(−1)i−1

, c1 = c2 = −1.

として
F2m(q) := K2m−1(α2), F2m+1(q) := K2m(α1)

とする. これは Fibonacci数
F1 = 1, F2 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn

の比の連分数展開
F2n+1

F2n
= 1 +

2n−1
K
i=1

1

1
,

の q類似 [
F2n+1

F2n

]

q

= 1 +
2n−1
K
i=1

q(−1)i−1

1
,

9



の分母及び分子になる. 実際, Lemma 3 (4)より
[
F2n+1

F2n

]

q

=
F2n+1(q)

F2n(q)
.

また初期値
F1(q) = 1, F2(q) = 1, F3(q) = 1 + q

及び連立の漸化式
F2m(q) = F2m−1(q) + q−1F2m−2(q), F2m+1(q) = F2m(q) + qF2m−1(q)

を満たすので, そういう意味でもFibonacci数の q類似とみなせる. これは (17)で a = 1を代入すると
F2m+1(q) = Um−1

(
1 + q + q−1

2

)
(1 + q)− Um−2

(
1 + q + q−1

2

)

F2m(q) = Um−1

(
1 + q + q−1

2

)

と表示できることがわかる. 今回の研究の元々の動機はこういった周期連分数をもつ有理数の q類似
の明示公式の導出であり, その一般化として (13)を得たのであった.

4.3 l = 3

l = 3ゆえ,

a1 := a3m+1 = a3m+4, b1 := b3m+1 = b3m+4, c1 := c3m+1 = c3m+4,

a2 := a3m+2 = a3m+5, b2 := b3m+2 = b3m+5, c2 := c3m+2 = c3m+5,

a3 := a3m = a3m+3, b3 := b3m = b3m+3, c3 := c3m = c3m+3

とおく. この場合は (8)より
tr A3(αp) = a1a2a3 − a1b2c2 − a2b3c3 − a3b1c1, det A1(αp) =

3∏

j=1

bjcj .

よって (13)は以下のようになる.

K3m+1(αp−1)

= ap−1K3m(αp)− bp−1cp−1K3m−1(αp+1)

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∏3
j=1(bjcj)

m−1
2 Um−1

(
a1a2a3−a1b2c2−a2b3c3−a3b1c1

2
√
b1c1b2c2b3c3

)

·(ap−1(a1a2a3 − ap+2bpcp − apbp+1cp+1)

−bp−1cp−1(ap+1ap+2 − bp+1cp+1))

−
∏3

j=1(bjcj)
m
2 Um−2

(
a1a2a3−a1b2c2−a2b3c3−a3b1c1

2
√
b1c1b2c2b3c3

)
ap−1 (

∏3
j=1 bjcj ̸= 0)

(a1a2a3 − a1b2c2 − a2b3c3 − a3b1c1)m−1

·(ap−1(a1a2a3 − ap+2bpcp − apbp+1cp+1)

−bp−1cp−1(ap+1ap+2 − bp+1cp+1)) (
∏3

j=1 bjcj = 0)

,

10



K3m(αp)

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∏3
j=1(bjcj)

m−1
2 Um−1

(
a1a2a3−a1b2c2−a2b3c3−a3b1c1

2
√
b1c1b2c2b3c3

)

·(a1a2a3 − ap+2bpcp − apbp+1cp+1)

−
∏3

j=1(bjcj)
m
2 Um−2

(
a1a2a3−a1b2c2−a2b3c3−a3b1c1

2
√
b1c1b2c2b3c3

)
(
∏3

j=1 bjcj ̸= 0)

(a1a2a3 − a1b2c2 − a2b3c3 − a3b1c1)m−1

·(a1a2a3 − ap+2bpcp − apbp+1cp+1) (
∏3

j=1 bjcj = 0)

,

K3m−1(αp+1)

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∏3
j=1(bjcj)

m−1
2 Um−1

(
a1a2a3−a1b2c2−a2b3c3−a3b1c1

2
√
b1c1b2c2b3c3

)

·(ap+1ap+2 − bp+1cp+1) (
∏3

j=1 bjcj ̸= 0)

(a1a2a3 − a1b2c2 − a2b3c3 − a3b1c1)m−1

·(ap+1ap+2 − bp+1cp+1) (
∏3

j=1 bjcj = 0)

.

(19)
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֯ޒ ฏํ֯ࡾ਺ʹ͍ͭͯ

ยࢁɹਅҰ, ɹجՈঘथɺ੢Ԭ༎ݹ ಙౡେֶཧ޻

ୈ 18ճϑΟϘφονूڀݚձ (2020೥ 8݄ 21೔)

1 ฏํ֯ࡾ਺

ຊ೥౓ͷଔڀݚۀ Βઆ໌͔ྫࢉܭՈɼ੢ԬΛؚΉʣͰ͸ɼϖϧํఔࣜΛݹ)
͢Δࢿྉͱͯ͠ J. H. Silverman ʰ͸͡Ίͯͷ਺࿦ʱ ͷ 28ষͱ 29ষΛ༻͍ͨɻ
28ষ͸ɼϖϧํఔࣜͷಋೖͱͯ͠ฏํ֯ࡾ਺ͷ໰୊ΛऔΓ্͍͛ͯΔɻଓ͘ୈ
29ষ͸ɼҰൠͷϖϧํఔࣜͷ੔਺ղͷߏ଄ͷઆ໌ʹॆͯΒΕ͍ͯΔɻͦͷ 29ষ
ͷষ຤ͷ࿅श໰୊ͷ 29.4(c)ͱͯ͠ʮ֯ޒ਺Ͱ͋Δฏํ֯ࡾ਺͸ແݶʹଘ͢ࡏΔ
͔ʯͱ͍͏໰୊͕͞ࡌܝΕ͍ͯΔɻ౰ॳզʑ͸ɼ͜ͷ໰୊͸࿈ཱϖϧํఔࣜΛղ
͘໰୊ʹؼண͢ΔͷͰɼ݁Ռ͸ྑ͘஌ΒΕͨ΋ͷͩͱ͍ͨͯ͑ߟɻ͔͠͠ௐ΂ͯ
ΈΔͱɺ࣌ݱ఺Ͱ͸ɼͦͷঢ়گͷೝ͕ࣝਓʹΑͬͯҟͳΔ͜ͱ͕໌Β͔ʹͳͬͯ
͖ͨɻ·ͣԋश໰୊ͱͯ͠ग़୊ͨ͠ Silverman͸ɼຊΛॻ͍ͨ࣌఺Ͱղͱղ๏Λ
஌͍ͬͯͨͱࢥΘΕΔɻ͔͠͠ Worfram MathworldͷࣄهͰ͸ɼ͋Δ࣌఺·Ͱ
͸ະղܾͳ໰୊Ͱ͋ͬͨͱ͍ͯ͠Δɻ͞Βʹ࣌ݱ఺Ͱ͸Ұͭͷղ๏͕໌͞هΕͯ
͍Δ΋ͷͷɼղ๏Λ໌ͨ͠هจݙ͸ແ͍ͱ͍ͯ͠Δɻ·ͨ E. Deza ͸ɼͦͷஶॻ
ʰFigurate Numbersʱ ͷ 1ষͰ͜ͷ໰୊ʹ৮Ε͓ͯΓɼ·ͩະղܾͷ໰୊Ͱ͋Γ
ղ๏ͷॻ͔Εͨจݙ͸ແ͍ͱ͍ͯ͠Δɻ
਺ͷ໰୊Λѻͬͨͷ͸֯ࡾॳʹฏํ࠷తʹ͸ɼ࢙ྺ EulerʢΦΠϥʔʣͰ͋

Δɻ࣮ࡍ L. E. DicksonʢσΟΫιϯʣ ͷʰHistory of the Theory of Numbersʱ
ୈ ,1ͷୈ̍ষPolygonalר2 Pyramidal, and Figurate NumbersʹɼԼهͷΑ͏ͳ
ड़͕͋Δɻه
ʮฏํ਺Ͱ͋Δ֯ࡾ਺͓Αͼฏํ਺Ͱ͋Δ֯ޒ਺ͷܾఆ͸ɺΦΠϥʔ͕h Algebraʱ
(1774)Ͱ࠷ॳʹѻͬͨɻʯ
ฏํ֯ࡾ਺ͷܾఆ΋֯ޒฏํ਺ͷܾఆ΋ϖϧํఔࣜ2ʹؼண͢Δɻ
͜͜Ͱ Polygonal Number(ଟ֯਺)ͷఆٛΛ͍ࢥग़͓ͯ͜͠͏ɽn ൪໨ͷ k֯਺
Pk(n) ͸ɼҰลͷ্ʹ n ͷ఺Λ഑ஔͯ͠શମͱͯ͠ਖ਼ݸ k ఺Λ഑ஔʹܗͷܗ֯
ͨ͠৔߹ͷ఺ͷ૯਺ͷ͜ͱͰ͋Γɼ

Pk(n) =
(k − 2)n2 − (k − 4)n

2

ͱද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ
1஫ҙɿσΟΫιϯͷຊ͸ɼग़൛͞Εͨ 1920೥ࠒ·Ͱͷ੔਺࿦ʹؔ͢Δ݁ՌΛ໢ཏతʹهड़͢

ΔຊͰ͋ͬͯɼ1,2,3ͷ Β੒Δɻୈ͔ר3 ͸ɼෆఆํఔࣜʹؔ͢Δ݁ՌΛ·ͱΊ͍ͯΔɻר2
2஫ҙɿ͜ͷϖϧํఔࣜͱ͍͏ݺশ͸ɼΦΠϥʔ͕ޡղʹ͕ࣄ໊͚͍ͨͮͯͮج஌ΒΕ͍ͯΔɻ

1



ղઆʣͦͷূ໌ͷҰͭΛ͍ࢥग़͓ͯ͜͠͏ɻ̍ͭͷ௖఺Λݻఆ͔ͦ͜͠Βଞͷ௖
఺ʹର֯ઢΛҾ͘ͱਖ਼ k ͸ܗ֯ k− 2 ෼͔ΕΔɻ͜ͷͱ͖ʹܗ֯ࡾͷݸ k− 3 ຊ
ͷର֯ઢ্ͷ఺ΛॏͳΓ͕ແ͍Α͏ʹ෼͚Δɻ͜ͷͱ͖̍ͭͷลʹ n ͷ఺ͷ͋ݸ
Δݸ̍ܗ֯ࡾͱɼ௖఺ΛͩͿΒͤͳ͍Α͏ʹҰͭͷลͷ্ʹ n− 1 ͷ఺͋Δখݸ
͞ͳ͕ܗ֯ࡾશ෦Ͱ k − 3 ɼԼͷਤͷΑ͏ʹ෼͚Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻݸ
͜ͷਤ͸ P5(3) = P3(3) + P3(2) + P3(2) Λද͢ɻ

✐
✐ ✐

✐
✐ ✐

✐ ✐
✐✐
✐✐

✐
✐ ✐

✐
✐ ✐

✐ ✐
✐✐

✐✐
+ +=

ैͬͯ Pk(n) =
n(n+ 1)

2
+

(k − 3)n(n− 1)

2
=

(k − 2)n2 − (k − 4)n

2
QED

Dickson ͷςΩετͰ͸ҎԼͷ৔߹͕ྻ͞ڍΕ͍ͯΔɻ

ฏํ֯ࡾ਺ͷ৔߹

P3(m) =
m(m+ 1)

2
= y2 ⇐⇒ (2m+ 1)2 − 8y2 = 1

͢ͳΘͪϖϧํఔࣜ x2 −Dy2 = 1 ͷ D = 2 Ͱ x ≡ 1 (mod 2) ʢैͬͯ y ≡ 0
(mod 2)ʣͱͳΔਖ਼੔਺ղΛٻΊΔ໰୊ͱಉ஋ʹͳΔɻOn-line Encyclopedia of In-
teger Sequences(ҎԼOEISͱུ͢ʣͰ͸ɼA001110 {1, 36, 1225, 41616, 1413721, . . .}
ͱͯ͠͞ࡌهΕ͍ͯΔɻ

߹ฏํ਺ͷ৔֯ޒ

P5(n) =
n(3n− 1)

2
= y2 ⇐⇒ (6n− 1)2 − 6(2y)2 = 1

͢ͳΘͪϖϧํఔࣜ x2 −Dy2 = 1 ͰD = 6 Ͱ͞Βʹ x ≡ −1 (mod 6) ʢैͬͯ
y ≡ 0 (mod 2)ʣͱͳΔਖ਼੔਺ղΛٻΊΔ໰୊ͱಉ஋Ͱ͋ΔɻOEISͰ͸ɼA036353
{1, 960400, 94109401, 903638458801, 8676736387298001 . . .} ͱ͞ࡌهΕ͍ͯΔɻ

਺ͷ৔߹͸ɼ֯ࡾ֯ޒʹޙ࠷

P3(m) = P5(n) ⇐⇒ m(m+ 1)

2
=

n(3n− 1)

2
⇐⇒ (6n− 1)2 − 3(2m+ 1)2 = −2

͢ͳΘͪϖϧํܕఔ ʢࣜϊϧϜํఔࣜͱ΋͍͏ʣx2−Dy2 = N ͰD = 3, N = −2
ͷ৔߹Ͱɼಛʹ x ≡ −1 (mod 6) ʢैͬͯ y ≡ 1 (mod 2)ʣͱ͍͏߹ಉؔ܎ΛΈ

2



ͨ͢ਖ਼੔਺ղΛٻΊΔ໰୊ͱಉ஋ʹͳΔɻOEISͰ͸ɼA014979 ͱͯ࣍͠ͷΑ͏
ʹ {1, 210, 40755, 7906276, 1533776805 . . .} ͱ͞ࡌهΕ͍ͯΔɻ

ϖϧํఔࣜ x2 − 8y2 = 1 ͷਖ਼੔਺ղ x, y ͸ɼ
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x =
(3 +

√
8)k + (3−

√
8)k

2

y =
(3 +

√
8)k − (3−

√
8)k

2
√
8

(k ͸ඇෛ੔਺) ͱͯ͠ಘΒΕΔɻ͜͜ͰҰൠʹϖϧํఔࣜ x2 −Dy2 = 1 ͷਖ਼੔
਺ղ͸ɼ

√
D ͷ࿈෼਺ల։ͰٻΊΒΕΔ࠷খਖ਼੔਺ղ x0, y0 Λࣜ࣍ͯͬ࢖ͷΑ͏

ʹҰൠԽ͞ΕΔɻD ͕ฏํ਺Ͱͳ͍ਖ਼੔਺Ͱ͋Δͱ͖ʹϖϧํఔࣜ

x2 −Dy2 = 1

ͷ࠷খਖ਼੔਺ղΛ x0, y0 ͱ͢Δͱɺϖϧํఔࣜͷਖ਼੔਺ղ x, y ͸
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x =
(x0 + y0

√
D)k + (x0 − y0

√
D)k

2

y =
(x0 + y0

√
D)k − (x0 − y0

√
D)k

2
√
D

(k ͸ඇෛ੔਺) ͱͯ͠ಘΒΕΔɻ

2 ਺֯ࡾฏํ֯ޒ

ʹࡍ਺Ͱ͋ΔΑ͏ͳ਺͸ɼ࣮֯ࡾ਺Ͱ͋Γ͔ͭฏํ֯ޒ 1 ͔͠ͳ͍͜ͱ͸ɼઐ
໳ՈͷؒͰ͸஌ΒΕ͍ͯΔ࣮ࣄͰ͋ΔͱࢥΘΕΔɻ͔ͦ͠͠ͷखॱ·Ͱ໌֬ʹॻ
͖Լͨ͠จݙ͸໨ʹ͍ͯ͠ͳ͍ɻংจͰड़΂ͨΑ͏ʹ໌ࣔతʹॻ͖Լͨ͠จ͕ݙ
ແ͍··์ஔ͞Ε͍ͯΔ͜ͱ͕ɼ͜ͷ໰୊ʹؔͯ͠ೝ͕ࣝ·ͪ·ͪͳݪҼͩͱࢥ
ΘΕΔɻͦ͜Ͱࠓճ͸ɼͦΕʹҰͭͷऴූࢭΛଧͭ΂͍͔ͭ͘͘ͷূ໌Λൺֱ͠
ͳ͕Βॻ͖Լ͢͜ͱΛ໨తͱ͢ΔɻҎԼͷূ໌Λ͚͍ͩͨͯݟΕ͹ɼͦΕΒͷূ
໌͸ૉ௚ͳ΋ͷͰ͋Δ͜ͱ͕ྃղͯ͠΋Β͑Δͱ͏ࢥɻ

2.1 ୈ1ͷख๏:Bakerཧ࿦

Wolfram Mathworld Ͱ͢ࡧݕΔͱɼPentagonal Square Triangular Number ͷ߲
໨͕͋Γɼ࣍ͷΑ͏ʹॻ͔Ε͍ͯΔɻ

P3(m) = y2 = P5(n) ⇐⇒ (2m+ 1)2 − 8y2 = 1, (6n− 1)2 − 24y2 = 1

͜͜Ͱ X = 6n−1, Y = 2m+1, Z = 2y ͱ͓͚͹ɼ࿈ཱϖϧํఔࣜ (Simultaneous
Pell Equation) {

Y 2 − 2Z2 = 1,
X2 − 6Z2 = 1.

3



ʹ͓͍ͯɼX ≡ −1 (mod 6), Y ≡ 1 (mod 2) ͱ͍͏߹ಉؔ܎ΛΈͨ͢Α͏ͳਖ਼
੔਺ղ X, Y ΛٻΊΔ͜ͱͱಉ஋Ͱ͋ΔɻͦΕʹଓ͚ͯҎԼͷ࣮ࣄ͸ɼ2003೥ͱ
2006೥ʹ J. SillcoxʹΑͬͯࢦఠ͞Ε͕ͨͦͷޙ΋࿦จͳͲͷܗͰ͸ൃද͞Εͯ
͍ͳ͍ͱͷهड़͕͋Δɻ
͢ͳΘͪ໰୊͕ɼW. S. Anglin, Simultaneous Pell equations, Math. Comp. 65
(1996), 355–359 ͷ࿈ཱϖϧํఔࣜʹؔ͢ΔX2 −RZ2 = 1, Y 2 − SZ2 = 1 ͷ੔਺
ղͷܾఆ݁Ռ (Anglin͸ 0 < R < S ≤ 200ͷൣғͷશͯͷ৔߹ͷ੔਺ղΛܾఆʣ
ࡍఠ͞Ε͍ͯΔɽ࣮ࢦணͤ͞Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ͜ͱ͕ؼʹ R = 2, S = 6 ͷ৔߹ͱ
ͯ͠ਖ਼੔਺ղ͸ X = 5, Y = 3, Z = 2 ͨͩҰͭͰ͋Γɼ͜Ε͸֯ޒฏํ֯ࡾ਺͕
P3(1) = P4(1) = P5(1) = 1 །ҰͭͰ͋Δ͜ͱͱಉ஋Ͱ͋Δɻ͜ͷωοτͰͷهड़
Ͱຊ࣭తʹ͸ɼղ๏ͷҰͭͷےಓ͕໌ࣔ͞Ε͍ͯΔ͜ͱʹͳΔɻ

஫ҙ 1ʣAnglin ͷख๏͸ɼDiophantusۙࣅʹؔ͢Δ Bakerཧ࿦ͷ linear forms in
logarithmͷ݁ՌΛ͍ͯͬ࢖Δɻͳ͓൴ͷςΩετʮThe Queen of Mathematics,
Kluwer Academic Publishers, 1995ʯͷ 4ষͷ 4.6 Simultaneous Fermat Equation
Ͱ΋ͦͷख๏͕ৄड़ͯ͋͠Δɻ·ͨยࢁͷੲͷ࿦จʮSeveral Methods for solving
simultaneous Fermat-Pell equations,ʯʢJ. Math. Tokushima Univ., 33) (1999)ʣ
ͷηΫγϣϯ̍Ͱ΋ྨͨ͠ࣅ࿈ཱϖϧํఔࣜͷྫ୊Λղ͘Anglin ͷख๏ͷղઆ
͕͋Δɻ

஫ҙ 2ʣҰํͰ͜ͷ໰୊͸ɼະղܾͷ໰୊Ͱ͋Δͱ͍͏ཱ৔ͷਓ΋͍Δ͜ͱ͕෼
͔Δͷ͕࣍ͷจݙͰ͋ΔɻE. Deza, Figurate Numbers, World Scientific, 2012 ͷ
ୈ̍ষ 1.4.3. Ͱ͸ɼ֯ޒฏํ֯ࡾ਺Λܾఆͨ͠จݙ͸ແ͘ະղܾͳ໰୊Ͱ͋Γɼ
1022166 ҎԼʹ͸ղ͕ແ͍ͱ͍͏هड़͕͋Δɻগͳ͘ͱ΋͜ͷຊͷஶऀ E. Deza
͸ɼղΛܾఆ͢Δखॱ͸ະͩ஌ΒΕ͍ͯͳ͍ͱ͍͏ೝࣝΛ͍ͯͬ࣋Δ͕ࣄ෼͔Δɻ

஫ҙ 3ʣ࿈ཱϖϧํఔࣜΛղ͘ख๏ͱͯ͠ɼยࢁ͸ɼ্Ͱͨ͛ڍ࿦จͰɼAnglin
ͷख๏͚ͩͰͳ͘ɼRickertͷํ๏ɼପԁۂઢͷ੔਺఺ͷܾఆ໰୊ɼ̎࣍ͷBinary
recurrence sequences ͷੑ࣭Λ༻͍Δ 4ͭͷҟͳΔख๏Λ঺հ͍ͯ͠ΔɻҎԼͰ
ड़΂ΔΑ͏ʹ͜ͷ໰୊ʹ Binary recurrence ͷੑ࣭Λ༻͍Δख๏Λద༻͢Δͱɼ
Ljunggrenͷ 1936೥ͷ݁Ռʹؼண͢Δ͕ࣄ෼͔Γൺֱత؆୯ʹղ͕ܾఆͰ͖Δࣄ
͕෼͔Δɻͳ͓ Ljunggrenͷ݁Ռ͸ɼMordell ͷຊʰDiophantine Equationsʱͷ
p 270 Ͱఆཧ 9ͱͯ͠লུͨ͠ܗͰ͞ࡌܝΕ͍ͯΔɻ

ҎԼͰ͸ɼ্Ͱ৮Εͨ Anglinͷ݁Ռʹؼணͤ͞Δํ๏Ҏ֎ʹ࣍ͷ̎ͭͷղ๏Λ
঺հ͢Δ͜ͱʹ͠Α͏ɻ·ͣୈ̎ͷख๏ͱͯ͠͸ɼ࿈ཱϖϧํఔࣜͷղΛ̎࣍ͷ
Binary recurrence sequencesதͷฏํ਺ͷܾఆ໰୊ʹؼணͤ͞ΔɻͦΕΛ͞Βʹɼ
LjunggrenʹΑΔ ணͤ͞Δํ๏Ͱ͋Δɻؼʹ଄ߏମͷ୯਺ͷ࣍4
ୈ̏ͷख๏͸ɼପԁۂઢͷ੔਺఺ͷܾఆ໰୊ͱͯ͑ߟղ͘ख๏Ͱ͋ΔɻSilverman
͕ 29ষͷষ຤໰୊ͱͯ͠औΓ্͛ͨͷ͸ɼςΩετޙ൒ʹѻ͏ପԁۂઢͷ༗ཧ
఺ͷՃ๏ߏ଄΁ͷ෬ઢͷҰͭͱ΋͑ߟΒΕΔɻ
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2.2 ୈ̎ͷख๏ɿBinary recurrence sequnces தͷฏํ਺ͷܾ
ఆ໰୊

Binary recurrence sequence தͷฏํ਺ͷܾఆʹ͸ɼLjunggrenͷख๏΍ɼJHE.
Cohnͷॳ౳తͳΞϓϩʔν΍ح਺ύϥϝʔλʔͷ৔߹ͷRibenboim-McDanielͷ
݁ՌͳͲଟ͘ͷ݁Ռ͕͋Δ͕ɼҎԼͰड़΂Δͷ͸ɼॳ౳తͳ࡯ߟΛͯܦLjunggren
ͷ݁Ռʹؼணͤ͞Δยࢁͷ࿦จͷηΫγϣϯ 4 ͷख๏Ͱ͋Δɻ͜ͷख๏͸ॳ౳త
Ͱ͋ΓɼԼهͷΑ͏ʹ͜ͷ໰୊ʹ͸޾ӡʹ΋ద༻Ͱ͖Δ͕ɼͲͷΑ͏ͳ࿈ཱϖϧ
ํఔࣜͷ໰୊΋Ұൠతʹѻ͑ΔΘ͚Ͱ͸ͳ͍͜ͱʹ͸஫ҙ͓ͯ͘͠ɻ
਺ͷ໰୊֯ࡾฏํ֯ޒͣ· P3(m) = y2 = P5(n)Ͱ X = 6n−1, Y = 2m+1, Z =
2y ͱ͓͚͹࣍ͷ࿈ཱϖϧํఔࣜͷ໰୊ͱଊ͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

{
X2 − 3Y 2 = −2
Y 2 − 2Z2 = 1

Binary recurrence sequence ak, bk Λ a0 = 1, a1 = 2, b0 = 0, b1 = 1 ͓Αͼ઴Խࣜ

ak+1 = 4ak − ak−1, bk+1 = 4bk − bk−1

ͰఆΊΔɻ͜ͷͱ͖ {(ak, bk) | k ∈ N} ͸ϖϧํఔࣜ x2 − 3y2 = 1 ͷਖ਼੔਺ղ
(x, y) શମͰ͋Δɻ2 ͸ ମ࣍2 Q(

√
3) Ͱ෼͢ذΔͷͰ X2 − 3Y 2 = −2 ͷਖ਼੔਺

ղ (X, Y ) ͸X + Y
√
3 = (1 +

√
3)(ak + bk

√
3) ͢ͳΘͪ

X = ak + 3bk, Y = ak + bk

Ͱ༩͑ΒΕΔɻ͜͜Ͱ ak+1 + bk+1

√
3 = (ak + bk

√
3)(2 +

√
3) ΑΓ ak+1 = 2ak +

3bk, bk+1 = ak + 2bk ΛΈͨ͢͜ͱʹ஫ҙ͓ͯ͘͠ɻ
ैͬͯ

Y 2 − 1 = (ak + bk)
2 − 1 = a2k − 1 + b2k + 2akbk = 4b2k + 2akbk = 2bkbk+1

͕੒ཱ͢ΔͷͰ
2Z2 = Y 2 − 1 = 2bkbk+1

bk, bk+1 ͸͍ޓʹૉͳͷͰ bk = !, bk+1 = ! ͱಉ࣌ʹฏํ਺Ͱ͋Δ͜ͱ͕෼͔
Δɻ͜͜Ͱ Ljunggren ͷ 1936೥ͷ Einige Eigenschaften der Einheiten reeller
quadratischer und reinbiqudratischer Zahlkörper, Oslo Vid. Akad. Strifter, 1
(1036), No 12.ͷݹయతͳ݁ՌΛҾ༻͢Δɻ

ఆཧ 1 (Ljunggren) D Λฏํ਺Ͱͳ͍ਖ਼੔਺ͱ͢Δɻෆఆํఔࣜ x2−Dy4 = 1
͸ߴʑ2ͭͷਖ਼੔਺ղΛ΋ͭɻ·ͨ 2ͭͷ੔਺ղΛͭ࣋৔߹͸ɺ2ݸͷྫ֎ D =
1785, 28560 Λআ͚͹ɼ࣍ΛΈͨ͢ɻ
࣮ ମ࣍2 Q(

√
D) ͷ 1 ຊ୯਺Λج εD(> 1) ͱ͓͚͹ x+ y

√
D = εD, ε2D Ͱ͋Δɻ

ྫ֎ͷ D ∈ {1785, 28560} ͷ৔߹͸ɼx+ y
√
D = εD, ε4D ΛΈͨ͢ɻ

զʑͷ৔߹͸ɼbn, bn+1͕ฏํͳͷͰɼx2−3y4 = ʹͱͭ࣋͜ͷਖ਼੔਺ղΛݸ1͕̎
ͳΔɻ্ͷఆཧΛద༻ͯ͠ ε3 = 2+

√
3, ε23 = 7+4

√
3ɻ bk = b1 = 1, bk+1 = b2 = 2

ͱͳΔͷͰ Y = a1 + b1 = 3ɻ͢ͳΘͪ X = 5, Z = 2, i.e., P3(m) = P5(n) ͕ฏ
ํ਺ͱͳΔͷ͸ m = n = 1 ͷࣗ໌ͳ৔߹ʹݶΒΕΔ͜ͱ͕͔֬ΊΒΕͨɻ
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2.3 ୈ̏ͷख๏ɿପԁۂઢͷ੔਺఺ͷܾఆ໰୊

͜͜Ͱ͸ɼSilverman ͷखࢿͪ࣋ྉʹ͋ΔͱࢥΘΕΔղ๏Λͯ͠ݱ࠶ΈΑ͏ɻ
{

Y 2 − 2Z2 = 1,
X2 − 6Z2 = 1.

ͷࠨลಉ࢜ɼӈลಉ࢜Λֻ͚߹Θͤͯ

(Y Z)2 = (2Z2 + 1)(6Z2 + 1)

͞Βʹ྆ลʹ (12Z)2 Λ͔͚Δͱ

(12XY Z)2 = (12Z2)(12Z2 + 6)(12Z2 + 2)

͜͜Ͱ y = 12XY Z, x = 12Z2 + 3 ͱ͢Δ͜ͱʹΑΓɼԼهͷ Cremonaͷପԁۂ
ઢ 192A2(R) ͷ੔਺఺ͷܾఆ໰୊ʹؼண͢Δɻ

E : y2 = x3 − x2 − 9x+ 9

E ͷ༗ཧ఺ͷߏ܈଄͸ E(Q) = (Z/2Z)2 × Z Ͱ͋ΔɻZ ͷੜ੒ݩͱͯ͠ɼ఺
P1 = (0, 3) ͕ͱΕɼҐ਺༗ݶͷ෦෼͸ɼҐ਺ 2 ͷ఺ P2 = (3, 0), P3 = (1, 0) Ͱ
ੜ੒͞ΕΔɻP Λ E ͷ༗ཧ఺ͱ͢Δͱ P = n1P1 + n2P2 + n3P3 ͱ͋ΒΘͤ
Δɻಛʹ E ͕ ϥϯΫ̍ͷପԁۂઢͳͷͰɼJ. Gebel, A. Pethő, H.G. Zimmer ͷ
Computing integral points on elliptic curves, Acta Arith., 68 (1994), 171-192 ͷ
ख๏͕͑࢖Δɻ͢ͳΘͪ P ͕੔਺఺Ͱ͋Δ৔߹ͷ͞ߴ (height)͕༗քͳͷͰɼn1

͕༗ք (஫ҙɿn2, n3 ͸ 0, 1 ͷ͍ͣΕ͔ʣͱͳΔɻͦͷ༗ݸݶͷ༗ཧ఺Λ࣮ࡍʹ
ʹΔͱҎԼͷΑ͏͢ࢉܭ E ͷ੔਺఺͕શ෦Ͱ 13 ఺ʹͳΔ͜ͱ͕෼͔Δɻ

(3, 0), (1, 0), (−3, 0),
±P1 = (0,±3),
±(P1 + (3, 0)) = (−1,∓4),
±(P1 + (1, 0)) = (9,±24),
±(P1 + (−3, 0)) = (−5,∓8),
±(2P1 + (3, 0)) = (51,∓360)

y = 12XY Z, x = 12Z2 + 3 ΑΓ X = 5, Y = 3, Z = 2 ͢ͳΘͪ P3(m) = P5(n)
͕ಉ࣌ʹฏํ਺ͱͳΔͷ͸ m = n = 1 ͷݶʹ࣌Δ͜ͱ͕෼͔Δɻ
஫ҙʣৄ͕ࡉඞཁͳΒɼยࢁͷ 199೥ͷ࿦จͷηΫγϣϯ 3Ͱɼผͷ࿈ཱϖϧํ
ఔࣜΛղͨ͘Ίʹɼ·͞ʹ͜ͷۂઢ y2 = x3 − x2 − 9x + 9 ͷ੔਺఺Λܾఆ͢Δ
աఔΛৄड़͍ͯ͠ΔͷͰࢀরͷ͜ͱɻ

Ҏ্ͷΑ͏ʹ 3௨Γͷख๏͍ͣΕΛܦ༝ͯ͠΋࣍ͷ͕࣮֬ࣄೝͰ͖Δɻ

ఆཧ 2 ਺͸ɼࣗ໌ͳ֯ࡾฏํ֯ޒ 1(= P3(1) = 12 = P5(1)) ͷ৔߹Λআ͚͹ଘࡏ
͠ͳ͍ɻ
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2.4 ࿈ཱϖϧํఔࣜͷࡏݱ

.ঢ়ʹ͍ͭͯड़΂͓ͯ͜͏ɻMݱ࿈ཱϖϧํఔࣜͷਖ਼੔਺ղͷ૯਺ʹؔ͢Δʹޙ࠷
A. Bennett ͕ 1998೥ʹ࿈ཱϖϧํఔࣜͷਖ਼੔਺ղͷݸ਺͕ߴʑ 3 Ͱ͋Δ͜ͱݸ
Λࣔͨ͜͠ͱ͕ࡏݱͷڀݚͷੑ׆Խͷ୺ॹͱͳͬͨɻͦͷޙଟ͘ͷऀڀݚͷ౒ྗ
ʹΑΓ࣍ʑͱ͜ͷ݁Ռ͸վྑ͞Ε͖͕ͯͨɼ2006೥ʹͳͬͯ΍͸Γ Bennettࣗ਎
ʹΑͬͯ࣍ͷʢݸ਺͕ 2ʹͳΔ (R, S) ͷແ͕ྻܥݶଘ͜͠ࡏΕҎ্ݸ਺͕খ͘͞
ͳΔ͜ͱ͸ແ͍ͱ͍͏ҙຯͰྑ࠷ͷʣ݁Ռ͕ಘΒΕ͍ͯΔɻ

ఆཧ 3 (Bennett, Cipu, Mignotte, Okazaki) R, S ͕ฏํ਺Ͱແ͍ਖ਼੔਺ͷ
৔߹ʹX2 −RZ2 = 1, Y 2 − SZ2 = 1 ͷਖ਼੔਺ղͷݸ਺͸ɼߴʑ 2 Ͱ͋Δɻ

2.5 ͷ໰୊ޙࠓ

ଔڀݚۀͷθϛͰ͸ɼ͜͜Ͱ͸ॻ͍͍ͯͳ͍ଟ֯਺Ͱ͔ͭฏํ֯ࡾ਺Ͱ͋ΔΑ͏
ͳଞͷ͍͔ͭ͘ͷ৔߹΋͍ͯ͠࡯ߟΔ͕ɼࣗ໌ͳ 1 Ҏ֎ͷղΛͭ࣋΋ͷ͸ͭݟ
͔͍ͬͯͳ͍ɻࠓͷॴɼ2ݸҎ্ղΛ΋ͭͷ͸ඇৗʹ೉͍͠ͷͰ͸ͳ͍͔ͱ͍͏
Δɻ͍ͯͬ࣋৮Λײ
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Corner the Knight Game

Shin-ichi Katayama and Yuya Koyama

ୈ 18ճϑΟϘφονڀݚձ 2020೥ 8݄ 21೔

1 Introduction

ϫΠτϗϑͷੴऔΓήʔϜ͸ɼ1907೥ʹW. A. Wythoff ͕࿦จ [12] Ͱѻͬͨ 2
ਓͷϓϨʔϠʔʹΑΔੴऔΓήʔϜͰ͋ΔɻήʔϜͷޙखඞউܗʹϑΟϘφον਺
ΛՃ͑ͯมݶ੍ʹ͸ɼϓϨʔϠʔ͕औΕΔੴͷ਺ࢁΕΔ͜ͱͰஶ໊Ͱ͋Δɻยݱ͕
ձूڀݚɼҎલͷ͜ͷ͍ߦΛڀݚ͍ͯͭʹ৔߹ͷϫΠτϗϑͷੴऔΓήʔϜͨ͠ܗ
ͰൃදΛͨͬߦ (࿦จ [3], [4] র)ɻࢀ
ҰํͰݩʑͷϫΠτϗϑͷੴऔΓήʔϜͱಉ஋ͳήʔϜͱͯ͠ɼແݶνΣεϘʔυ
্ͷQueenΛ 2ਓͷϓϨʔϠʔ͕ަޓʹҠಈͤͯ͞ͲͪΒ͕ઌʹࠨԼͷίʔφʔʹ
ઌʹҠಈͰ͖Δ͔Λ͏ڝʮCorner the Queen Gameʯ͕஌ΒΕ͍ͯΔɻM. Gardner
ͷ࿦จ [2] ͷংจͰ͸ɼδϣϯζϗϓΩϯεେͷ R. P. Isaacs ʹΑͬͯϫΠτϗϑ
ͷήʔϜͱ͸ಠཱʹ 1960೥୅ʹൃҊ͞Εͨͱ͋ͯ͠ࡌهΔɻC. Bergeͷϑϥϯεޠ
ͷςΩετͷӳ༁ʰThe Theory of Graphs and Its Applicationsʱͷୈ 6ষͷதͰ͜
ͷ͕࣮ࣄ؆୯ʹ঺հ͞Ε͍ͯΔΒ͍͠ɻ͜ͷແݶͷେ͖͞ͷνΣεϘʔυͷ্Ͱͷ
QueenͷҠಈͱ͍͏ϫΠτϗϑͷੴऔΓήʔϜͷ͔͍͑ݴ͸ɼແݶͷେ͖͞ͷকع
൫্ͷকعͷۨͷҠಈήʔϜͱൃ͏ݴ૝ΛੜΈྑࣉٶฏࢯɼ෱Ҫਖ਼ଇࢯɼ຤᠃ًߵ
ੜ·Ε͕ͨڀݚΒͷཽԦχϜͳͲͷҰ࿈ͷ೔ຊͰͷࢯ (࿦จ [8], [9] ͸ɼࢁরʣɻখࢀ
কعχϜʹ͍ͭͯ৽ͨͳΞΠσΞΛՃ͑ͨ࡯ߟΛ͓ͯͬߦΓɼޙࠓ·ͱΊͯम࢜࿦
จ [7] ͱͯ͠ൃද͢Δ༧ఆͰ͋Δɻ
͜͜Ͱ͸ɼQueen Q Λ Knight N ʹஔ͖ͨ͑׵ʮCorner the Knight Gameʯ໰

୊Λ݁ͨ͑ߟՌΛ͢هɻCorner the Queen Game ʹରͯ͠୭Ͱ΋·ͣ͑ߟΔͱࢥΘ
ΕΔࣗવͳ໰୊Ͱ͋Δ͕ɼෆٞࢥͳ͜ͱʹ͜ͷ໰୊ΛѻͬͨจݙΛ͚ͭݟΔ͜ͱ͸
Ͱ͖ͳ͔ͬͨɻগ͢͠ࢉܭΕ͹͍͖ͯىΔݱ৅͸͙͢෼͔Δɻ͔͠͠ੴऔΓήʔϜ
Ͱ͑ݴ͹̍ͭͷ͔ࢁΒ 2ͭੴΛऔΓͯͬڈଞํͷࢁʹ 1͚ͭͩੴΛՃ͑Δૢ࡞Λڐ
ͨ͜͠ͱͰɼ୯७ͳܗͰͷؼೲ๏͕໌ূͣ͑࢖͸ҙ֎ʹखؒͷ͔͔Δ΋ͷʹͳͬͨɻ
͜͜Ͱ͸ɼূ໌Ͱͷ͔ࡉͳ޻෉ʹ͸ུ֓ͣͤٴݴͷΈΛ঺հ͢Δ͜ͱʹ͢Δɻ

ήʔϜͷϧʔϧ
1) ·ͣແݶͷνΣεϘʔυͷͲ͔͜ͷϚε໨ (Ґஔ͸࠲ඪ (m,n) Ͱ͋ΒΘ͢)ʹ
Knightͷۨ ΛҰͭஔ͘ɻ
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2) 2ਓͷϓϨʔϠʔ͸ަޓʹKnightͷۨΛಈ͔ͯ͠ࠨԼͷίʔφʔʢ࠲ඪͰ͸ (0, 0)ʣ
ॳʹίϚΛҠಈͤͨ͞ϓϨʔϠʔΛউऀͱ͢Δɻ࠷ʹ
3) Knightͷ͕ۨ࠲ඪ (m.n) ͷҐஔʹ͋ͬͨ৔߹ʹ͸ɼ࣍ͷ 4௨ΓͷҐஔʹҠಈ͕
ՄೳͰ͋Δɻ

(m,n) → (m− 2, n− 1), (m− 2, n+ 1), (m− 1, n+ 2), (m− 1, n− 2)

Corner the Queen Game ͷ৔߹

!

Q✛

❄

#
#

#
#

#
#✠

Corner the Knight Game ͷ৔߹

!

N❍❍❨
♣
✟✟✙♣ ✁✁☛♣ ❆❆❯ ♣

஫ҙ)͜ͷۨͷҠಈͷ੍͔ݶΒ m,n ≤ 1 ͷ৔߹͸ɼҠಈ͕ෆՄೳʹͳΓɼޙखඞ
উܗͰ͋Δ͕ࣄ෼͔Δɻैͬͯ͜ͷ৔߹ͷάϥϯσΟʔ਺ gS(m.n) ͸ gS(m,n) = 0
Ͱ͋Δɻ
͜ͷϧʔϧʹैͬͯ࠷ॳͷํͷάϥϯσΟʔ਺Λͯ͠ࢉܭॻ͖Լ͢ͱ࣍ͷ௨Γʹͳ
Δɻ

ද 1 খ͞ͳ m,n ͰͷάϥϯσΟʔ਺ gS(m,n)

ɹ

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
11 1 1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 1 4 3 2 3 . . .
10 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 2 2 3 2 2 2 . . .
9 0 0 2 3 0 0 2 3 0 0 2 1 0 0 1 1 . . .
8 0 0 3 3 0 0 3 4 0 0 1 1 0 0 1 1 . . .
7 1 1 2 3 1 1 2 1 4 3 2 3 3 3 2 3 . . .
6 1 1 2 2 1 2 2 2 3 2 2 2 3 2 2 2 . . .
5 0 0 2 3 0 0 2 1 0 0 1 1 0 0 1 1 . . .
4 0 0 3 4 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 . . .
3 1 1 2 1 4 3 2 3 3 3 2 3 3 3 2 3 . . .
2 1 2 2 2 3 2 2 2 3 2 2 2 3 2 2 2 . . .
1 0 0 2 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 . . .
0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 . . .

n/m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 . . .

2



2 ূ໌ͷํ਑

ʹॳ࠷ͣ· m ≤ 4 ͷ৔߹ʹ࣍ͷ໋୊͕ؼೲ๏Ͱূ໌Ͱ͖Δɻ.

໋୊ 1 ɹ m ≤ 4 ͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖࣍ͷ͜ͱ͕੒ཱ͢Δɻ

gS(m, 0) =
[m
2

]
(mod 2),

gS(m, 1) =

{
2 for the case m = 2,[m
2

]
(mod 2) otherwise,

gS(m, 2) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

1 for the case m = 1,
2 for the case m = 2,
3 for the cases ≡ 0 (mod 4) and m ≥ 4,
2 otherwise,

gS(m, 3) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

1 for the case m = 0, 1, 3,
4 for the case m = 4,
2 for the cases m ≡ 2 (mod 4),
3 otherwise.

४උͱͯ͠ʹ࣍ gS(m, 2)ͱ gS(m, 3)ͷपੑظΛূ໌͢Δɻؼʹ࣍ೲ๏Λ 4 ≤ m ≤ 8
ͱ m ≥ 8 ͷ 2ஈ֊ʹ෼͚ͯదԠ͢Δ͜ͱʹΑΓɼ࣍ͷ.࠷ऴతͳূ໌Λಘͨɻ

ఆཧ 2 gS(i, j) = gS(j, i) and gS(i+4, j +4) = gS(i, j) for any i, j ≥ 0. ΑΓਖ਼֬ʹ
͸࣍ͷ͜ͱ͕੒ཱ͢Δɻ

gS(m, 4n) =
[m
2

]
(mod 2),

gS(m, 4n+ 1) =

{
2 for the case m = 4n+ 2,[m
2

]
(mod 2) otherwise,

gS(m, 4n+ 2) =

{
3 for the case m ≡ 0 (mod 4),
2 otherwise,

gS(m, 4n+ 3) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

1 for the case m = 4n+ 3,
4 for the case m = 4n+ 4,
2 for the case m ≡ 2 (mod 4),
3 otherwise,

͜͜Ͱ gS(i, j) ͸ i ≥ j ,Δ͕ɼgS(i͍ͯ͠ݶ੍ʹ j) = gS(j, i) ͱ͍͏ରশੑʹΑΓ
͜ͷ੍ݶΛͯͬߦ΋ҰൠੑΛࣦΘͳ͍ɻ.

3



ʹޙ࠷ gS(m+ 4, n+ 4) = gS(m,n) ͕੒Γཱͭ͜ͱ͔ΒԼͷදͷΑ͏ʹ෯ 4 ͷ̡ࣈ
ʹΕΔɻཧղΛॿ͚ΔͨΊݱʹతظ଄͕೾ͷ఻೻ͷ༷ʹपߏͷϑοΫܕ 2൪໨ͷߏ
଄ʹӨΛ෇͚ͯݟ΍ͨ͘͢͠ਤΛͯ͠ࡌهஔ͘ɻ

ɹ

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
11 1 1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 1 4 3 2 3 . . .
10 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 2 2 3 2 2 2 . . .
9 0 0 2 3 0 0 2 3 0 0 2 1 0 0 1 1 . . .
8 0 0 3 3 0 0 3 4 0 0 1 1 0 0 1 1 . . .
7 1 1 2 3 1 1 2 1 4 3 2 3 3 3 2 3 . . .
6 1 1 2 2 1 2 2 2 3 2 2 2 3 2 2 2 . . .
5 0 0 2 3 0 0 2 1 0 0 1 1 0 0 1 1 . . .
4 0 0 3 4 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 . . .
3 1 1 2 1 4 3 2 3 3 3 2 3 3 3 2 3 . . .
2 1 2 2 2 3 2 2 2 3 2 2 2 3 2 2 2 . . .
1 0 0 2 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 . . .
0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 . . .

n/m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 . . .

ݙจߟࢀ

[ 1 ] C. L. Bouton, Nim, A Game with a Complete Mathematical Theory, Ann.
of Math., 3 (1901–1902), 35–39.

[ 2 ] M. Gardner, Mathematical Games, Scientific American, 236, No.3 (1977),
134-141.

[ 3 ] S. Katayama and T. Kubo, औΔੴʹ੍ݶΛ෇͚ͨWythoffͷੴͱΓήʔϜ,
ୈ 15ճϑΟϘφονूڀݚձ 2017 August.

[ 4 ] S. Katayama and T. Kubo, ่͠ࢁ෇͖ͷWythoffͷೋݶ੍ 2, ୈ 16ճϑΟ
Ϙφονूڀݚձ 2018 August.

[ 5 ] S. Katayama and T. Kubo, On Restricted Wythoff’s Nim, Journal of Math-
ematics, Tokushima University 52, (2018), 53–57.

[ 6 ] S. Katayama and Y. Koyama, On Square and Rectangular Nim Games Nim,
to appear in Journal of the Mathematics, Tokushima University 54, (2020).

[ 7 ] Y. Koyama, কعχϜʹ͍ͭͯ, Masters Thesis ʢಙౡେֶʣ 2021.

[ 8 ] R. Miyadera, M. Fukui, T. Inoue, Y, Nakaya and Y. Tokuni, A Variant of
Corner the Queen Game, IPSJ Technical Report. 2016-GI-3506.

4



[ 9 R. Miyadera, M. Fukui, Y, Nakaya and Y. Tokuni, A Generalized Ryuoh-
Nim:A Variant of the Classical Game of Wythoff Nim, IPSJ Technical Report.
2016-GI-3604.

[ 10 ] F. Sato, On the Mathematics of Extracting Games of Stones-Wonderful Re-
lations between Games and Algebra, Sugaku-Shobou, 2014 (in Japanese).

[ 11 ] K. Suetsugu and M. Fukui, Reseach on a Variant of Wythoff Nim Which Re-
stricts the Moves of Tokens, IPSJ Tecnical Report 2017-GI-3803(in Japanese).

[ 12 ] W. A. Wythoff, A Modification of the Game of Nim, Nieuw Arch, Wisk. 7
(1907), 199–202.

5



ϖϧํఔ͔ࣜΒಘΒΕΔ਺ྻͷੜ੒ؔ਺͕੔਺஋ΛͱΔ
༗ཧ਺ͷඞཁे෼৚݅ II

௡໺ ༞࢘ɹ (௕໺ݝ൧ా OIDE௕ඣߴ౳ֶߍ)

Abstract. ୈ 17ճ೔ຊϑΟϘφονڠձूڀݚձʹ͓͍ͯ, ൃදऀ͸ϖ
ϧํఔࣜ x2 − dy2 = ±1(d͸ฏํ਺Ͱͳ͍ࣗવ਺)ͷ੔਺ղ͔ΒಘΒΕΔ
਺ྻͷੜ੒ؔ਺͕੔਺ʹͳΔ༗ཧ਺ͷඞཁे෼৚݅ʹ͍͕ͭͯͨ͠࡯ߟɺຊ
Ͱ͸ϖϧํఔ͕ࣜڀݚ x2 − dy2 = ±4ͷ৔߹ʹ͍ͭͯ͢࡯ߟΔ.

Key Words: Fibonacci numbers, Generating functions, Pell equations.

Mathematics Subject Classification (2010): 11B39.

1. Introduction

͸͡Ίʹຊڀݚʹ͍ͭͯड़΂ΔલʹຊڀݚʹؔΘΔઌڀݚߦʹ͍ͭͯ৮Ε
͓͖͍ͯͨ. ·ͣ, D. S. Hong [2]͸ϑΟϘφον਺ྻͷੜ੒ؔ਺ F (t)ͱϦϡ
Χ਺ྻͷੜ੒ؔ਺ L(t)ʹ͍ͭͯ

΋͠ t ∈
{ Fn

Fn+1

}
n∈N,ͳΒ F (t) ∈ Z;

΋͠ t ∈
{ Fn

Fn+1

}
n∈N ·ͨ͸ t ∈

{ Ln

Ln+1

}
n∈N,ͳΒ L(t) ∈ Z.

Ͱ͋Δ͜ͱΛࣔ͠, F (t)ͱ L(t)ʹ͍ͭͯ੔਺ʹͳΔ༗ཧ਺͸͜ΕΒͷ৔߹ʹ
ͳ͔ͬ͠ࡏ΋ଘڀݚͳ͚Ε͹ຊ͕ى൴ͷ໰୊ఏ.ͨ͠ىΔ͔ͱ͍͏໰୊Λఏݶ
ͨͩΖ͏. ͦͷޙ, ҎԼͷΑ͏ʹ P. Pongsriiam [5] ͕͜ͷ໰୊Λ׬શʹղܾ
ͨ͠.

Theorem 1.1.(Hong, Pongsriiam, 2017) tΛ༗ཧ਺ͱ͢Δ. ϦϡΧ਺ͷੜ੒
ؔ਺ L(t)ʹ͍ͭͯ, L(t) ∈ Z Ͱ͋ΔͨΊͷඞཁे෼৚݅͸

t ∈
{ Fn

Fn+1
,−Ln+1

Ln
,

Ln

Ln+1

}
n∈N·ͨ͸ t ∈

{
−Fn+1

Fn

}
n∈N+ .

Theorem 1.2.(Hong, Pongsriiam, 2017) tΛ༗ཧ਺ͱ͢Δ. ϑΟϘφον਺
ͷੜ੒ؔ਺ F (t)ʹ͍ͭͯ, F (t) ∈ ZͰ͋ΔͨΊͷඞཁे෼৚݅͸

t ∈
{ Fn

Fn+1

}
n∈N ·ͨ͸ t ∈

{
−Fn+1

Fn

}
n∈N+ .

͜͜·Ͱͷ಺༰ʹ͍ͭͯ͸தଜࢯ࣎ [4]ʹΑΔૉ੖Β͍͠ղઆ͕͋ΔͷͰɼ
ͪ͜ΒΛ͝ཡ͍͖͍ͨͩͨ.

uΛࣗવ਺, vΛ uͷਖ਼ͷ໿਺ͱ͠, ਺ྻ {Rn}n∈NΛR0 = 0, R1 = 1,

Rn+2 = uRn+1 + vRn

ʹΑͬͯఆٛ͞ΕΔ΋ͷͱ͢Δ. ͜ͷ਺ྻ͸ҰൠϑΟϘφον਺ྻͱݺ͹Ε
͍ͯΔ΋ͷͰ͋Δ͕, Pongsriiamͱ͸ಠཱʹ A. BulawaͱW. K. Lee [1]͸

1



2 ௡໺ ༞࢘

͜ͷ਺ྻͷੜ੒ؔ਺R(t)ͷऩଋ൒ܘ಺ͰHong͕ఏͨ͠ى໰୊ΛҎԼͷΑ͏
ʹղܾͨ͠.

Theorem 1.3.(Bulawa and Lee, 2017) ҰൠϑΟϘφον਺ྻͷੜ੒ؔ਺Λ
R(t)ͱ͢Δ. tΛR(t)ͷऩଋ൒ܘ಺ͷ༗ཧ਺ͱ͢Δ.͜ͷͱ͖ R(t) ∈ ZͰ͋
ΔͨΊͷඞཁे෼৚݅͸

t ∈
{ R2n

R2n+1

}
n∈N.

্ͷ̏ͭͷ݁Ռ͸ɺ࣍ʹ঺հ͢ΔϑΟϘφον਺ͱϦϡΧ਺ͷ͕ؔࣜ܎ॏ
ཁͰ͋ͬͨ.

Theorem 1.4. ([3, Theorem 5.8.], [7])
(x, y) Λඇෛ੔਺ͷ૊ͱ͢Δ. ΋͠ (x, y) ͕ํఔࣜ

5x2 − y2 = ±4,

Λຬͨ͢ͳΒ͹ x = Fn, y = LnͱͳΔඇෛ੔਺ n͕ଘ͢ࡏΔ. ,ʹٯ ೚ҙͷ
ඇෛ੔਺ nʹରͯ͠

5F 2
n − L2

n = 4(−1)n+1.

্ͷϖϧํఔࣜ
5x2 − y2 = ±4

͸, ઌڀݚߦͷٞ࿦ʹ͓͍ͯॏཁͰ͕͋ͬͨ, ,Ε͹͑׵͍ݴ ͜ͷϖϧํఔࣜ
ͷ੔਺ղ͔ΒಘΒΕΔ਺ྻͷੜ੒ؔ਺͕੔਺ʹͳΔ༗ཧ਺ͷඞཁे෼৚݅ʹ
ΔͩΖ͏ɽͰ͸͜ͷϖϧํఔࣜΛผͷ͑ݴͱ͍͏͜ͱ͕͍ͨͯ͠࡯ߟ͍ͯͭ
ϖϧํఔࣜ x2 − dy2 = ±1ʹม͑ͨͱ͖ʹಉ͡Α͏ͳ݁Ռ͕ಘΒΕΔͰ͋Ζ
͏͔? ͜ͷࣗવͳٙ໰ʹ͍ͭͯͨ͠࡯ߟ΋ͷ͕ୈ 17ճ೔ຊϑΟϘφονڠձ
ձͰൃදͨ͠಺༰ूڀݚ [8], [9]Ͱ͋Δ.
ͦͯ͠ຊڀݚͰ͸, ϖϧํఔࣜ

x2 − dy2 = ±4 (d͸ฏํ਺Ͱͳ͍ࣗવ਺).

ͷ৔߹ʹ͍͍ͭͯͨ͠࡯ߟ.
·ͨ, Bulawa ͱ LeeͷڀݚͰѻ͍ͬͯΔ਺ྻ͸, զʑ͕ѻ͍ͬͯΔ਺ྻΑ

Γ΋ؼ࠶తͳ఺Ͱ͸ҰൠతͰ͋Δ͕,ҰํͰॳظ৚݅ʹ͍ͭͯ͸զʑͷ΄͏͕
Ұൠతͳ΋ͷΛѻ͍ͬͯΔ.

2. Preliminaries

dΛฏํ਺Ͱͳ͍ࣗવ਺ͱ͢Δ. ͸͡Ίʹ, (a, b)Λϖϧํఔࣜx2−dy2 = ±4
ͷ࠷খղͱ͢Δ. ͢ͳΘͪ, (a, b)͸ x2 − dy2 = 4·ͨ͸ x2 − dy2 = −4ͷਖ਼
੔਺ղͰ͋ͬͯ, a+ b

√
d͕࠷খͱͳΔ΋ͷͱ͢Δ.

͜͜Ͱ, ඇෛ੔਺ nʹରͯ͠,

Xn =
(a+ b

√
d)n + (a− b

√
d)n

2n
(1)

Yn =
(a+ b

√
d)n − (a− b

√
d)n

2n
√
d

(2)

ͱ͓͘.
͜ͷͱ͖, (Xn, Yn)͸ϖϧํఔࣜ x2− dy2 = ±4ͷղͰ͋Δ. ඇෛ੔਺ʹٯ

ͷ૊ (x, y)͕ϖϧํఔࣜ x2 − dy2 = ±4Λຬͨ͢ͳΒ͹ɼ͋Δඇෛ੔਺N ͕
ଘͯ͠ࡏ, x = XN , y = YN ͱͳΔ. (ྫ͑͹, [6], p214, Theorem 3.8.)



ϖϧํఔ͔ࣜΒಘΒΕΔ਺ྻͷੜ੒ؔ਺͕੔਺஋ΛͱΔ༗ཧ਺ͷඞཁे෼৚݅ II 3

͞Βʹɺ

δ =
a2 − db2

4

ͱ͓͚͹ɼ਺ྻ {Xn}n∈Nͷੜ੒ؔ਺͸

X(t) =
2− at

1− at+ δt2

Ͱ༩͑ΒΕɼ਺ྻ {Yn}n∈Nͷੜ੒ؔ਺͸

Y (t) =
bt

1− at+ δt2

Ͱ༩͑ΒΕΔ.
͜ͷ͜ͱ͸, (1), (2)͔ΒಘΒΕΔ౳ࣜ

Xn+2 = aXn+1 − δXn (3)

Yn+2 = aYn+1 − δYn (4)

͔Β௚ͪʹ෼͔Δ.
͞Βʹ, ੜ੒ؔ਺X(t)ͱ Y (t)ͷऩଋ൒ܘ͸ͲͪΒ΋

2

a+ b
√
d

Ͱ͋Δ͜ͱ΋஫ҙ͓ͯ͜͠͏.
ͷ౳ࣜ΋࣍ͨ· (1), (2)͔ΒಘΒΕΔ.͜ΕΒͷ౳ࣜ͸ओ݁Ռͷূ໌ͷࡍʹ

༻͍ΒΕΔ.

Xn−1Xn+1 −X2
n = db2δn−1 (n ≥ 1) (5)

Yn−1Yn+1 − Y 2
n = −b2δn−1 (n ≥ 1) (6)

XnYm = Yn+m − δmYn−m (n ≥ m) (7)

dYnYm = Xn+m − δmXn−m (n ≥ m) (8)

YnXm −XnYm = 2δmYn−m (n ≥ m) (9)

X2
n = X2n + 2δ (10)

Y2n = XnYn (11)

bXn = Yn+1 − δYn−1 (n ≥ 1) (12)

bdYn = Xn+1 − δXn−1 (n ≥ 1) (13)
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3. Main results

ҎԼ, .ճಘΒΕͨ݁ՌΛ঺հ͢Δࠓ ͦΕͧΕͷ݁Ռʹ͍ͭͯͷূ໌͸, લ
ճ [8], [9]ͱ΄΅ಉ༷ͷॳ౳తͳํ๏Ͱ౳ࣜ (1)͔Β (12)·ͰΛ༻͍ͯͰ͖Δ.
ɹ౳͕ࣜͨͪͦΕͧΕͷ໾ׂΛՌͨ͠ͳ͕Β׆༂͢Δ༷ࢠΛָ͠ΜͰ͍ͨͩ
͖͍ͨ.

Theorem 3.1. tΛ༗ཧ਺ͱ͢Δ. ΋͠ δ = 1ͳΒ, X(t) ∈ Z Ͱ͋ΔͨΊͷ
ඞཁे෼৚݅͸

t ∈
{
±1
}⋃{ Y2n+1

Y2n ± Y1
,

Yn
Yn+1

,
Xn

Xn+1
,
Xn+1

Xn

}

n∈N

⋃{ Y2n−1

Y2n ± Y1
,
Yn+1

Yn

}

n∈N+
.

΋͠ δ = −1ͳΒ, X(t) ∈ Z Ͱ͋ΔͨΊͷඞཁे෼৚݅͸

t ∈
{ Yn
Yn+1

,
Xn

Xn+1
,−Xn+1

Xn

}

n∈N

⋃ {
−Yn+1

Yn

}

n∈N+
.

Corollary 3.2. tΛ X(t)ͷऩଋ൒ܘ಺ͷ༗ཧ਺ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖ɺ΋͠
δ = 1ͳΒ, X(t) ∈ Z Ͱ͋ΔͨΊͷඞཁे෼৚݅͸

t ∈
{ Yn
Yn+1

}

n∈N

⋃ { Y2n−1

Y2n + Y1

}

n∈N+
.

΋͠ δ = −1ͳΒ, X(t) ∈ Z Ͱ͋ΔͨΊͷඞཁे෼৚݅͸

t ∈
{ Y2n
Y2n+1

,
X2n+1

X2n+2

}

n∈N
.

͜Ε͸, Theorem 3.1 ͱ౳ࣜ (1), (2) ͔ΒಘΒΕΔ.

Remark 3.3. δ = 1ͷͱ͖͸ϖϧํఔࣜ x2 − dy2 = ±1ͷͱ͖ͷඞཁे෼৚
݅Ͱ͸ݟΒΕͳ͔ͬͨ৽͍͠ܗͷඞཁे෼৚݅ͱͳͬͨ. ͜Ε͸͜Ε·Ͱͷ
ઌڀݚߦͷதͰ͸͚͔ݟͳ͔ͬͨܗͰ͋Δ.

Theorem 3.4. d ≥ 5ͱԾఆ͠, tΛ༗ཧ਺ͱ͢Δ. Y (t) ∈ Z Ͱ͋ΔͨΊͷඞ
ཁे෼৚݅͸

t ∈
{ Yn
Yn+1

}

n∈N

⋃ {
δ
Yn+1

Yn

}

n∈N+
.

Corollary 3.5. d ≥ 5ͱԾఆ͠, tΛ Y (t)ͷऩଋ൒ܘ಺ͷ༗ཧ਺ͱ͢Δ. ͜
ͷͱ͖, ΋͠ δ = 1ͳΒ, Y (t) ∈ Z Ͱ͋ΔͨΊͷඞཁे෼৚݅͸

t ∈
{ Yn
Yn+1

}

n∈N
.

΋͠ δ = −1ͳΒ, Y (t) ∈ Z Ͱ͋ΔͨΊͷඞཁे෼৚݅͸

t ∈
{ Y2n
Y2n+1

}

n∈N
.

͜Ε͸, Theorem 3.4 ͱ౳ࣜ (1), (2) ͔ΒಘΒΕΔ.
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4. Proofs of the main results

4.1. Proof of Theorem 3.1. ͸͡Ίʹ, δ = 1ͷ৔߹ʹ,
{
X(±1)

}⋃ {
X(

Y2n+1

Y2n ± Y1
), X(

Yn
Yn+1

), X(
Xn

Xn+1
), X(

Xn+1

Xn
)
}

n∈N

⋃ {
X(

Y2n−1

Y2n ± Y1
), X(

Yn+1

Yn
)
}

n∈N+
.

͕੔਺ͷू߹ͱͳ͍ͬͯΔ͜ͱΛࣔ͢.

·ͣ,X(±1) ∈ ZͰ͋Δ͜ͱ͸໌Β͔. ͭ͗ʹX(
Yn
Yn+1

),X(
Xn

Xn+1
),X(

Xn+1

Xn
)

ɹͦͯ͠X(
Yn+1

Yn
)͕੔਺ͱͳΔ͜ͱΛࣔ͢. ,ࡍ࣮

X(
Yn
Yn+1

) =
2Y 2

n+1 − aYnYn+1

Y 2
n+1 − aYnYn+1 + Y 2

n
=

Yn+1(2Yn+1 − aYn)

Y 2
n+1 − Yn(aYn+1 − Yn)

(4)
=

Yn+1(2Yn+1 − aYn)

Y 2
n+1 − YnYn+2

(6)
=

Yn+1(2Yn+1 − aYn)

b2

X(
Xn+1

Xn
) =

2X2
n − aXnXn+1

X2
n+1 − aXnXn+1 +X2

n
=

Xn(2Xn − aXn+1)

X2
n+1 −Xn(aXn+1 −Xn)

(3)
=

Xn(2Xn − aXn+1)

X2
n+1 −XnXn+2

(3)(5)
=

Xn(Xn −Xn+2)

−db2
(13)
=

XnYn+1

b

X(
X0

X1
) = 0

n ≥ 1ͷͱ͖,

X(
Xn

Xn+1
) =

2X2
n+1 − aXnXn+1

X2
n+1 − aXnXn+1 +X2

n
=

Xn+1(2Xn+1 − aXn)

X2
n+1 −Xn(aXn+1 −Xn)

(3)
=

Xn+1(2Xn+1 − aXn)

X2
n+1 −XnXn+2

(3)(5)
=

Xn+1(Xn+1 −Xn−1)

−db2
(13)
= −Xn+1Yn

b

X(
Yn+1

Yn
) =

2Y 2
n − aYnYn+1

Y 2
n+1 − aYnYn+1 + Y 2

n
=

Yn(2Yn − aYn+1)

Y 2
n − Yn+1(aYn − Yn+1)

(4)
=

Yn(2Yn − aYn+1)

Y 2
n − Yn+1Yn−1

(6)
=

Yn(2Yn − aYn+1)

b2

೚ҙͷඇෛ੔਺nʹରͯ͠, Yn͸ bͷഒ਺Ͱ͋ΔͷͰ, X(
Yn
Yn+1

), X(
Xn

Xn+1
),

X(
Xn+1

Xn
)(n ≥ 1)ͦͯ͠X(

Yn+1

Yn
)(n ≥ 1)͸੔਺Ͱ͋Δ.

,ʹ࣍ X(
Y2n+1

Y2n ± Y1
), X(

Y2n−1

Y2n ± Y1
)͕੔਺Ͱ͋Δ͜ͱΛࣔ͢.

,ࡍ࣮ a2 − db2 = 4, (3), (8) ΑΓ, .ͷ౳ࣜΛಘΔ࣍

2− a
Y2n+1

Y2n ± Y1
=
{
1− a

Y2n+1

Y2n ± Y1
+ (

Y2n+1

Y2n ± Y1
)2
}Y1 ± Y2n

b
(ෳ߹ಉॱ)
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2− a
Y2n−1

Y2n ± Y1
=
{
1− a

Y2n−1

Y2n ± Y1
+ (

Y2n−1

Y2n ± Y1
)2
}Y1 ± Y2n

b
(ෳ߹ಉॱ)

্ͷ౳ࣜͷࠨล͕ 0Ͱͳ͍͜ͱ͔Βɼ

X(
Y2n+1

Y2n ± Y1
) =

Y1 ± Y2n
b

(ෳ߹ಉॱ)

X(
Y2n−1

Y2n ± Y1
) =

Y1 ± Y2n
b

(ෳ߹ಉॱ)

͞Βʹ,೚ҙͷඇෛ੔਺nʹରͯ͠, Yn͸bͷഒ਺Ͱ͋ΔͷͰ,X(
Y2n+1

Y2n ± Y1
), X(

Y2n−1

Y2n ± Y1
)

͕੔਺Ͱ͋Δ͜ͱ͕͍͑Δ.
,ʹ࣍ δ = −1ͷ৔߹ʹ,

{
X(

Yn
Yn+1

), X(
Xn

Xn+1
), X(−Xn+1

Xn
)
}

n∈N

⋃ {
X(−Yn+1

Yn
)
}

n∈N+

͕੔਺ͷू߹Ͱ͋Δ͜ͱΛࣔ͢. ,ࡍ࣮

X(
Yn
Yn+1

) =
2Y 2

n+1 − aYnYn+1

Y 2
n+1 − aYnYn+1 − Y 2

n
=

Yn+1(2Yn+1 − aYn)

Y 2
n+1 − Yn(aYn+1 + Yn)

(4)
=

Yn+1(2Yn+1 − aYn)

Y 2
n+1 − YnYn+2

(6)
=

Yn+1(2Yn+1 − aYn)

(−1)nb2

X(−Xn+1

Xn
) =

2X2
n + aXnXn+1

−X2
n+1 + aXnXn+1 +X2

n
=

Xn(2Xn + aXn+1)

−X2
n+1 +Xn(aXn+1 +Xn)

(3)
=

Xn(2Xn + aXn+1)

−X2
n+1 +XnXn+2

(3)(5)
=

Xn(Xn +Xn+2)

(−1)ndb2
(13)
=

XnYn+1

(−1)nb

X(
X0

X1
) = 0

n ≥ 1ͷͱ͖,

X(
Xn

Xn+1
) =

2X2
n+1 − aXnXn+1

X2
n+1 − aXnXn+1 −X2

n
=

Xn+1(2Xn+1 − aXn)

X2
n+1 −Xn(aXn+1 +Xn)

(3)
=

Xn+1(2Xn+1 − aXn)

X2
n+1 −XnXn+2

(3)(5)
=

Xn+1(Xn+1 +Xn−1)

−(−1)ndb2
(13)
= −Xn+1Yn

(−1)nb

X(−Yn+1

Yn
) =

2Y 2
n + aYnYn+1

−Y 2
n+1 + aYnYn+1 + Y 2

n
=

Yn(2Yn + aYn+1)

−Y 2
n+1 + Yn(aYn+1 + Yn+1)

(4)
=

Yn(2Yn + aYn+1)

−Y 2
n+1 + Yn+2Yn

(6)
= −Yn(2Yn + aYn+1)

(−1)nb2

೚ҙͷඇෛ੔਺nʹରͯ͠, Yn͸ bͷഒ਺Ͱ͋ΔͷͰ, X(
Yn
Yn+1

), X(
Xn

Xn+1
),

X(−Xn+1

Xn
)ͦͯ͠X(−Yn+1

Yn
)(n ≥ 1)͸੔਺Ͱ͋Δ.
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ɼδʹ࣍ = 1ͷ৔߹, ΋͋͠Δ༗ཧ਺ tʹରͯ͠X(t) = kͱͳΔ੔਺ k͕
ଘ͢ࡏΔͳΒ͹,

t ∈
{
±1
}⋃{ Y2n+1

Y2n ± Y1
,

Yn
Yn+1

,
Xn

Xn+1
,
Xn+1

Xn

}

n∈N

⋃{ Y2n−1

Y2n ± Y1
,
Yn+1

Yn

}

n∈N+
.

ͱͳΔ͜ͱΛࣔ͢. k = 0ͳΒ͹,

2− at

1− at+ t2
= 0

͕ͨͬͯ͠

t =
2

a
=

X0

X1
.

k ̸= 0ͳΒ͹,
2− at

1− at+ t2
= k

͜Ε͔Β
kt2 + a(1− k)t+ k − 2 = 0

Ώ͑ʹ,

t =
−a(1− k)±

√
a2(1− k)2 − 4k(k − 2)

2k
͜͜Ͱ t͸༗ཧ਺ͳͷͰ

a2(1− k)2 − 4k(k − 2) = M2

ͱͳΔඇෛ੔਺M ͕ଘ͢ࡏΔ. ͜͜Ͱ a2 − db2 = 4ΑΓ

M2 − db2(1− k)2 = 4

ͱͳΔ. ͜Ε͔Β,
M = X2n, b(1− k) = ±Y2n

·ͨ͸
M = X2n+1, b(1− k) = ±Y2n+1

ͱͳΔඇෛ੔਺ n͕ଘ͢ࡏΔ. ͜Ε͔Β, ༗ཧ਺ t͸ҎԼͷ͍ͣΕ͔ʹͳΔ.

t =
aY2n + bX2n

2(b+ Y2n)
(A)

t =
−aY2n + bX2n

2(b− Y2n)
(B)

t =
aY2n − bX2n

2(b+ Y2n)
(C)

t =
−aY2n − bX2n

2(b− Y2n)
(D)

t =
aY2n+1 + bX2n+1

2(b+ Y2n+1)
(E)

t =
−aY2n+1 + bX2n+1

2(b− Y2n+1)
(F )

t =
aY2n+1 − bX2n+1

2(b+ Y2n+1)
(G)

t =
−aY2n+1 − bX2n+1

2(b− Y2n+1)
(H)
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͔͜͜Β, (A)͔Β (H)Λม͢ܗΔ.
(A)ͷ৔߹, (4)ͱ (12)ΑΓ

t =
aY2n + bX2n

2(b+ Y2n)
=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

1 (n = 0)

Y2n+1

Y2n + Y1
(n ≥ 1)

(B)ͷ৔߹, (4)ͱ (12)ΑΓ

t =
−aY2n + bX2n

2(b− Y2n)
=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

1 (n = 0)

Y2n−1

Y2n − Y1
(n ≥ 1)

(C)ͷ৔߹, (4)ͱ (12)ΑΓ

t =
aY2n − bX2n

2(b+ Y2n)
=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

−1 (n = 0)

Y2n−1

Y2n + Y1
(n ≥ 1)

(D)ͷ৔߹, (4)ͱ (12)ΑΓ

t =
−aY2n − bX2n

2(b− Y2n)
=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

−1 (n = 0)

Y2n+1

Y2n − Y1
(n ≥ 1)

(E)ͷ৔߹,

t =
aY2n+1 + bX2n+1

2(b+ Y2n+1)

(7)(8)(9)
=

Yn+1(aXn + dbYn)

2Yn+1Xn

(3)(13)
=

Xn+1

Xn

(F )ͷ৔߹,

t =
−aY2n+1 + bX2n+1

2(b− Y2n+1)

(7)(8)
=

aXn+1 − dbYn+1

2Xn+1

(3)(13)
=

Xn

Xn+1

(G)ͷ৔߹,

t =
aY2n+1 − bX2n+1

2(b+ Y2n+1)

(7)(8)(9)
=

Yn(aXn+1 − dbYn+1)

2Yn+1Xn

(3)(13)
=

Yn
Yn+1

(H)ͷ৔߹,

t =
−aY2n+1 − bX2n+1

2(b− Y2n+1)

(7)(8)(9)
=

Yn+1(aXn + dbYn)

2Xn+1Yn

(3)(13)
=

Yn+1

Yn

ɼδʹ࣍ = −1ͷ৔߹, ΋͋͠Δ༗ཧ਺ tʹରͯ͠X(t) = kͱͳΔ੔਺ k͕
ଘ͢ࡏΔͳΒ͹,

t ∈
{ Yn
Yn+1

,
Xn

Xn+1
,−Xn+1

Xn

}

n∈N

⋃ {
−Yn+1

Yn

}

n∈N+
.

ͱͳΔ͜ͱΛࣔ͢. k = 0ͳΒ͹,

2− at

1− at− t2
= 0
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͕ͨͬͯ͠

t =
2

a
=

X0

X1
.

k ̸= 0ͳΒ͹,
2− at

1− at− t2
= k

͜Ε͔Β
−kt2 + a(1− k)t+ k − 2 = 0

Ώ͑ʹ,

t =
−a(1− k)±

√
a2(1− k)2 + 4k(k − 2)

−2k
͜͜Ͱ t͸༗ཧ਺ͳͷͰ

a2(1− k)2 + 4k(k − 2) = M2

ͱͳΔඇෛ੔਺M ͕ଘ͢ࡏΔ. ͜͜Ͱ a2 − db2 = −4ΑΓ

M2 − db2(1− k)2 = −4

ͱͳΔ. ͜Ε͔Β, ೚ҙͷඇෛ੔਺N ʹରͯ͠, X2
2N − dY 2

2N ̸= −4ΑΓ,

M = X2n+1, b(1− k) = ±Y2n+1

ͱͳΔඇෛ੔਺ n͕ଘ͢ࡏΔ. ͜Ε͔Β, ༗ཧ਺ t͸ҎԼͷ͍ͣΕ͔ʹͳΔ

t =
aY2n+1 + bX2n+1

−2(b+ Y2n+1)
(I)

t =
−aY2n+1 + bX2n+1

−2(b− Y2n+1)
(J)

t =
aY2n+1 − bX2n+1

−2(b+ Y2n+1)
(K)

t =
−aY2n+1 − bX2n+1

−2(b− Y2n+1)
(L)

͔͜͜Β, (I)͔Β (L)Λม͢ܗΔ.
n͕ح਺Ͱ (I)ͷ৔߹

t =
aY2n+1 + bX2n+1

−2(b+ Y2n+1)

(7)(8)(9)
=

Yn+1(aXn + dbYn)

−2Xn+1Yn

(3)(13)
= −Yn+1

Yn

n͕ۮ਺Ͱ (I)ͷ৔߹

t =
aY2n+1 + bX2n+1

−2(b+ Y2n+1)

(7)(8)(9)
=

Yn+1(aXn + dbYn)

−2Yn+1Xn

(3)(13)
= −Xn+1

Xn

n͕ح਺Ͱ (J)ͷ৔߹

t =
−aY2n+1 + bX2n+1

−2(b− Y2n+1)

(7)(8)(9)
=

Yn(−aXn+1 + dbYn+1)

2Yn+1Xn

(3)(13)
=

Yn
Yn+1

n͕ۮ਺Ͱ (J)ͷ৔߹

t =
−aY2n+1 + bX2n+1

−2(b− Y2n+1)

(7)(8)(9)
=

Yn(−aXn+1 + dbYn+1)

2Xn+1Yn

(3)(13)
=

Xn

Xn+1
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n͕ح਺Ͱ (K)ͷ৔߹

t =
aY2n+1 − bX2n+1

−2(b+ Y2n+1)

(7)(8)(9)
=

Yn(aXn+1 − dbYn+1)

−2Xn+1Yn

(3)(13)
=

Xn

Xn+1

n͕ۮ਺Ͱ (K)ͷ৔߹

t =
aY2n+1 − bX2n+1

−2(b+ Y2n+1)

(7)(8)(9)
=

Yn(aXn+1 − dbYn+1)

−2Yn+1Xn

(3)(13)
=

Yn
Yn+1

n͕ح਺Ͱ (L)ͷ৔߹

t =
−aY2n+1 − bX2n+1

−2(b− Y2n+1)

(7)(8)(9)
=

Yn+1(−aXn − dbYn)

2Yn+1Xn

(3)(13)
= −Xn+1

Xn

n͕ۮ਺Ͱ (L)ͷ৔߹

t =
−aY2n+1 − bX2n+1

−2(b− Y2n+1)

(7)(8)(9)
=

Yn+1(−aXn − dbYn)

2Xn+1Yn

(3)(13)
= −Yn+1

Yn

͜ΕͰূ໌͸ྃ׬Ͱ͋Δ.

4.2. Proof of Theorem 3.4. ͸͡Ίʹ,
{
Y (

Yn
Yn+1

)
}

n∈N

⋃ {
Y (δ

Yn+1

Yn
)
}

n∈N+

͕੔਺ͷू߹Ͱ͋Δ͜ͱΛࣔ͢. ࡍ࣮

Y (
Yn
Yn+1

) =
bYn+1Yn

Y 2
n+1 − aYn+1Yn + δY 2

n
=

bYn+1Yn
Y 2
n+1 − Yn(aYn+1 − δYn)

(4)
=

bYn+1Yn
Y 2
n+1 − YnYn+2

(6)
=

Yn+1Yn
bδn

n ≥ 1ͷͱ͖,

Y (δ
Yn+1

Yn
) =

bYn+1Yn
Y 2
n+1 − aYn+1Yn + δY 2

n
=

bYn+1Yn
δY 2

n + Yn+1(Yn+1 − aYn)

(4)
=

bYn+1Yn
δY 2

n − δYn+1Yn−1

(6)
=

Yn+1Yn
bδn

೚ҙͷඇෛ੔਺ nʹରͯ͠, Yn͸ bͷഒ਺Ͱ͋ΔͷͰ,
{
Y (

Yn
Yn+1

)
}

n∈N

⋃ {
Y (δ

Yn+1

Yn
)
}

n∈N+

͕੔਺ͷू߹Ͱ͋Δ͜ͱ͕Θ͔ͬͨ.
,ɼ΋͠ʹ࣍ ͋Δ༗ཧ਺ tʹରͯ͠ Y (t) = k ͱͳΔ੔਺ k ͕ଘ͢ࡏΔͳ

Β͹,

t ∈
{ Yn
Yn+1

}

n∈N

⋃ {
δ
Yn+1

Yn

}

n∈N+
.

ͱͳΔ͜ͱΛࣔ͢. k = 0ͳΒ͹,

bt

1− at+ δt2
= 0

͕ͨͬͯ͠

t = 0 =
Y0
Y1

.
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k ̸= 0ͳΒ͹,
bt

1− at+ δt2
= k

͜Ε͔Β
δkt2 + (−ak − b)t+ k = 0

Ώ͑ʹ,

t =
ak + b±

√
(ak + b)2 − 4δk2

2δk
͜͜Ͱ t͸༗ཧ਺ͳͷͰ

(ak + b)2 − 4δk2 = M2

ͱͳΔඇෛ੔਺M ͕ଘ͢ࡏΔ. ͜͜Ͱ a2 − db2 = 4δΑΓ

(a+ dbk)2 − dM2 = 4δ

ͱͳΔ. ͜Ε͔Β, δ = 1ͷͱ͖

a+ dbk = X2n+1, M = Y2n+1

ͱͳΔඇෛ੔਺ n͕ଘ͢ࡏΔ. ,ࡍ࣮ ΋͠ɹ

a+ dbk = ±X2n, M = Y2n

ͱͳΔඇෛ੔਺ n͕ଘͨ͠ࡏͱ͢Δͱ, (10) ͱ X2
n − dY 2

n = 4ΑΓ a ± 2͸
dbͷഒ਺. Αͬͯ a = dbl ± 2ͱͳΔ੔਺ l͕ଘ͢ࡏΔ. a2 − db2 = 4ΑΓ

(dbl ± 2)2 − db2 = 4

ͱͳΔ͕ɺd ≥ 5ͳͷͰ͜ͷ౳ࣜΛຬͨ͢Α͏ͳ੔਺ l͸ଘ͠ࡏͳ͍ͷͰໃ६.
·ͨ,

a+ dbk = −X2n+1, M = Y2n+1

ͱͳΔඇෛ੔਺ n͕ଘͨ͠ࡏͱ͢Δͱ, (8) ΑΓ, 2a͸ dbͷഒ਺. 2a = dblͱ
ͳΔ੔਺ l͕ଘ͢ࡏΔ.ɹ a2 − db2 = 4ΑΓ

(dbl)2 − 4db2 = 16

ͱͳΔ͕ɺd ≥ 5ͳͷͰ͜ͷ౳ࣜΛຬͨ͢Α͏ͳ੔਺ l͸ଘ͠ࡏͳ͍ͷͰໃ६.
͕ͨͬͯ͠, ༗ཧ਺ t͸ҎԼͷ͍ͣΕ͔ʹͳΔ

t =
a(X2n+1 − a) + db2 + dbY2n+1

2(X2n+1 − a)
(M)

t =
a(X2n+1 − a) + db2 − dbY2n+1

2(X2n+1 − a)
(N)

͔͜͜Β, (M)ͱ (N)Λม͢ܗΔ.
(M)ͷ৔߹

t =
a(X2n+1 − a) + db2 + dbY2n+1

2(X2n+1 − a)

(7)(8)(9)
=

aYn + bXn

2Yn

(4)(12)
=

Yn+1

Yn

(N)ͷ৔߹

t =
a(X2n+1 − a) + db2 − dbY2n+1

2(X2n+1 − a)

(7)(8)(9)
=

aYn+1 − bXn+1

2Yn+1

(4)(12)
=

Yn
Yn+1

δ = −1ͷͱ͖, ೚ҙͷඇෛ੔਺N ʹରͯ͠, X2
2N − dY 2

2N ̸= −4ΑΓ

a+ dbk = ±X2n+1, M = Y2n+1



12 ௡໺ ༞࢘

ͱͳΔඇෛ੔਺ n͕ଘ͢ࡏΔ.
͞Βʹ (8) ͱ d ≥ 5ΑΓ

(−1)n(a+ dbk) = X2n+1.

Ͱ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Δ.
͕ͨͬͯ͠, ༗ཧ਺ t͸ҎԼͷ͍ͣΕ͔ʹͳΔ.

t =
a{(−1)nX2n+1 − a}+ db2 + dbY2n+1

2{(−1)nX2n+1 − a} (O)

t =
a{(−1)nX2n+1 − a}+ db2 − dbY2n+1

2{(−1)nX2n+1 − a} (P )

͔͜͜Β, (O)ͱ (P )Λม͢ܗΔ.
n͕ح਺Ͱ (O)ͷ৔߹

t =
a{(−1)nX2n+1 − a}+ db2 + dbY2n+1

2{(−1)nX2n+1 − a}
(7)(8)
=

−aYn+1 + bXn+1

−2Yn+1

(4)(12)
= − Yn

Yn+1

n͕ۮ਺Ͱ (O)ͷ৔߹

t =
a{(−1)nX2n+1 − a}+ db2 + dbY2n+1

2{(−1)nX2n+1 − a}
(7)(8)(9)

=
aYn + bXn

2Yn

(4)(12)
=

Yn+1

Yn

n͕ح਺Ͱ (P )ͷ৔߹

t =
a{(−1)nX2n+1 − a}+ db2 − dbY2n+1

2{(−1)nX2n+1 − a}
(7)(8)
=

−aYn − bXn

−2Yn

(4)(12)
=

Yn+1

Yn

n͕ۮ਺Ͱ (P )ͷ৔߹

t =
a{(−1)nX2n+1 − a}+ db2 − dbY2n+1

2{(−1)nX2n+1 − a}
(7)(8)(9)

=
aYn+1 − bXn+1

2Yn+1

(4)(12)
= − Yn

Yn+1

͜ΕͰূ໌͸ྃ׬Ͱ͋Δ.

5. Problem

Theorem 3.4ʹ͓͍ͯ͸ d ≥ 5ͷԾఆͷԼʹূ໌ͨ͠. d = 2 ͓Αͼ d = 3
ʹ͍ͭͯ͸ຊڀݚͰ͍ͯ͠࡯ߟͳ͍͕, Y (t)͕੔਺ʹͳΔ༗ཧ਺ tͷඞཁे෼
৚͕݅ٻΊΒΕΔ͸ͣͰ͋Δ. .͍͖͓ͨͯ͠࢒՝୊ͱͯ͠໰୊Λڀݚ
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A certain generalization of the Collatz conjecture 

Yuta Kamaguchi（Kaijo High School） 

 

Abstract 

In this paper, we introduce a generalized conjecture including the Collatz conjecture which has the feature 

that all positive integers reach 1 by iterating the function a finite number of times.  

 

Introduction 

The Collatz conjecture is an unsolved problem in number theory, which was proposed by Lothar Collatz in 

1937. 

Conjecture 1. (Collatz conjecture) 

Let ! be a positive integer. Define the Collatz function "(!) as follows: 

"(!) = &

!
2 if ! is even,
3! + 1

2 if ! is odd.
 

The Collatz conjecture states that for all positive integers !, there exists a positive integer 6 such that 

"!(!) = 1. 

To date, various similar functions have been considered as an extension of the Collatz conjecture. However, 

none of them has the most significant feature of the Collatz conjecture that all positive integers definitely 

reach 1 by iterating the function. 

For example, the extension that changes the multiplier and the addend when ! is odd. In this case, if we 

iterate the function, depending on the multiplier and the addend, some ! enter a non-trivial periodic cycle, 

other ! diverge to positive infinity. Also, it's impossible to predict what kind of cycles exist depending on 

the multiplier and the addend. Therefore, this extension is not a generalization of the Collatz conjecture. 

Another example is the extension proposed by Zhang Zhongfu and Yang Shiming [1]. 

Define the prime progression as 7" = 2, 7# = 3, 7$ = 5, ⋯. 

Define :(!) as follows: 

:(!) = ;
!

7%"7%#… 7%& where the 7% are exactly the primes ≤ 7' dividing the numerator,

7'("! + 1 if no prime 7% ≤ 7' divides !.
 

In this extension, the case K = 1 is the Collatz conjecture. However, if we iterate the function, depending 

on K, some ! enter a non-trivial periodic cycle. Moreover, the condition for reaching 1 becomes looser as 

K becomes larger. 

 

 

 

 



Main Result 

We obtained the following conjecture. 

Conjecture 2. (Generalized Collatz conjecture) 

Let ! be a positive integer and K be a positive integer greater or equal to 2 except K&(L = 0,1,2, ⋯ ). 
K& is 

12,19,23,25,27,41,48,49,56,57,66,69,74,97,102,107,108,153,155,156,160,188,209,224,228,235,238,249, ⋯. 
Let S,T be the quotient and the remainder calculated by dividing ! by K. 

Let S&,T& be the quotient and the remainder calculated by dividing L by 4. 

Define U(!, K) as follows: 

U(!, K) = &

!
K if T = 0
(K + 1)! + V(K, T)

K = (S + 1)K + S + W(K, T) otherwise
 

where V(K, T) = K# − YT − W(K, T)ZK − T 

and W(K, T) 

=

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧_2 (T ≠ 1,3)

0 (T = 1,3) a (T ≠ K& − 1)

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

&
2 bS& ≡ 0,2 def 8, T& = 2

S& ≡ 4,6 def 8, T& = 0g

_−1 (K − T ≡ 0 def 2)
−2 (K − T ≡ 1 def 2) a (otherwise)

h(S& ≡ 0 def 2)

_2 (K − T ≡ 0 def 2)
1 (K − T ≡ 1 def 2) a(S& ≡ 1 def 2) ⎭

⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

(T = K& − 1).

 

Now, we propose the conjecture that for all ! and all K, there exists a positive integer 6 such that 

U!(!, K) = 1. 

The case K = 2 coincides with the Collatz conjecture. 

The table of the values of V(K, T) is shown below: 

r＼n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

1 1 5 11 19 29 41 55 71 89 109 

2  7 14 23 34 47 62 79 98 119 

3   1 7 15 25 37 51 67 85 

4    11 20 31 44 59 76 95 

5     13 23 35 49 65 83 

6      15 26 39 54 71 

7       17 29 43 59 

8        19 32 47 

9         21 35 

10          23 

Table:Values of V(K, T) 



It is confirmed by computer calculation that there exists a positive integer 6 such that U!(!, K) = 1 for ! 

of 1 to 10,000,000 when K is 2 or more and 250 or less except K&. 

 

Conclusion 

We could find a simple and natural generalization of the Collatz conjecture. However, further consideration 

will be needed to yield any findings about a reason why V(K, T) is a quadratic expression in K, a simple and 

unified understanding of W(K, T) and the truth of the conjecture. 
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黄金比とフラクタル図形
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本プレゼンについて

• 黄金比：

• フラクタル図形と黄金比について
• 黄金比φ、フィボナッチ数に関係するフラクタル図形を紹介
• Windows用のソフトを作成
• 動画にまとめた。ページ下部のリンク・QRコードからアクセス可能。

• 今回取り上げるフラクタル図形
• IFS (Iterated Function System、反復関数系)
• L-system

• フラクタル図形の相似次元
• 縮小写像：
• フラクタル図形Kが縮小写像の像の和：
• 縮小率：
• 相似次元d：

第 18 回日本フィボナッチ協会研究集会 2



IFS (Iterated Function System, 反復関数系)

• 縮小写像
• 次のAffine縮小写像で表されるとする。(i=1,2,…,n)

• 標準系
• 縮小写像がF1,F2の2つであり、それぞれの不動点が(0,0)と(1,0)
• 4つの複素数を用いて、複素平面上の次の変換で表される。

• まとめて、次のように表すと便利である。
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IFS (Iterated Function System, 反復関数系)の例

• 縮小写像の例
• Sierpinskiのガスケット

• 標準系の例
• 葉脈曲線(畑政義、京大)

第 18 回日本フィボナッチ協会研究集会 4

葉脈曲線
https://www.youtube.com/watch?v=z3haY82x_hM

Sierpinskiのガスケット
https://www.youtube.com/watch?v=IcCIWNY2dAo
https://www.youtube.com/watch?v=S3JWwO8j-7M

https://www.youtube.com/watch?v=z3haY82x_hM
https://www.youtube.com/watch?v=IcCIWNY2dAo
https://www.youtube.com/watch?v=S3JWwO8j-7M


L-system

• 自己相似図形・フラクタル図形や植物の成長プロセスを初めとした様々な自然物の構造
を記述・表現できるアルゴリズム

第 18 回日本フィボナッチ協会研究集会 5

記号 意味
F 一定の長さだけ線を描いて進む

G 一定の長さだけ線を描かずに進む

F,G以外 進まない

+ 指定の角度だけ時計回りに向く

- 指定の角度だけ反時計回りに向く

自然数n 角度+または-をn倍する(+++を3+)

[ 位置と向きをスタックに保存する

] 位置と向きをスタックから呼び出す

| 再帰の深さに応じ、「ステップサイズ変
化」から計算されるだけ線を描いて進む

今回採用したルールは、次の文献に準拠している。
Gary William Flake, The Computational Beauty of Nature, A Bradford Book/The MIT Press, 
1998, ISBN 0-262-56127-1



L-systemの例

• Koch snowflake

• Sierpinski arrowhead

第 18 回日本フィボナッチ協会研究集会 6

• Sierpinski gasket

• Plant

角度：120
ステップサイズ変化：1.0
初期規則：F-F-F
生成ルール1：F=F[-F]F

角度：60
ステップサイズ変化：1.0
初期規則：LF
生成ルール1：L=-FR+FL+FR-
生成ルール2：R=+LF-RF-LF+
生成ルール3：F=

角度：60
ステップサイズ変化：1.0
初期規則：f++f++f
生成ルール1：f=f-f++f-f

角度：15
ステップサイズ変化：1.0
初期規則：f
生成ルール1： f=ff[--f+f++f][+f[+f][-f+f]]



作成したソフトウェアその1

• 次にスクリーンショットを示す。動画は下のリンクとQRコードにある。
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ソフトウェアIFS4C1
https://www.youtube.com/watch?v=9OcSWEkTpzg

ソフトウェアIFSpoint2
https://www.youtube.com/watch?v=7njiVqHOJO4

ソフトウェアIFSframeF2
https://www.youtube.com/watch?v=EMbueeAp4kE

IFSframeF2 IFSpoint2 IFS4C1

https://www.youtube.com/watch?v=9OcSWEkTpzg
https://www.youtube.com/watch?v=7njiVqHOJO4
https://www.youtube.com/watch?v=EMbueeAp4kE


作成したソフトウェアその2

• 次にスクリーンショットを示す。動画は下のリンクとQRコードにある。

第 18 回日本フィボナッチ協会研究集会 8

データのロードと色変更
https://www.youtube.com/watch?v=FJ9LEDJ1X60

ソフトウェアLsys5J
https://www.youtube.com/watch?v=ZFpqLojT7Jw

ソフトウェアSierpinskiABC2
https://www.youtube.com/watch?v=t9GqUKGOkRo

SierpinskiABC2 Lsys5J データのロードと色変更

https://www.youtube.com/watch?v=FJ9LEDJ1X60
https://www.youtube.com/watch?v=ZFpqLojT7Jw
https://www.youtube.com/watch?v=t9GqUKGOkRo


Koch曲線
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Lsys5JによるKoch曲線
https://www.youtube.com/watch?v=APFnun5j3B0

IFSframeF2によるKoch曲線
https://www.youtube.com/watch?v=vUJ84k6h7j8

• 代表的なフラクタル図形の一つ

• Koch曲線と黄金比φ
• 下図のようにr,h,θをとり、次のページにいくつか例示する。

https://www.youtube.com/watch?v=APFnun5j3B0
https://www.youtube.com/watch?v=vUJ84k6h7j8


黄金比に関連したKoch曲線の一覧

No. r θ h 相似次元d
1 0.424528… 79.7596o 0.4177656… φ

2 1/(φ+1) π/5 ((3-φ)/(φ+1))^0.5/2 log2/logφ

3 1/(φ+2) π/10 ((2-φ)/(φ+2))^0.5/2 log4/log(φ+2)

4 1/2φ cos-1(1/φ) (2/φ-1)^0.5/2 log4/log(2φ)

5 φ^0.5/2(1+φ^0.5) tan-1(1/φ^0.5) ((φ^0.5-1)/
(φ^0.5+1))^0.5/2

log4/log2(1+1/φ^0.5)

6 1/3 π /3 1/2/3^0.5 log4/log3
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Fractal trees

• L-systemで作成できる次の図形
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60度 108度 120度 144度

上記の図形のL-systemパラメータ
角度：60, 108, 120, 144 のいずれか
ステップサイズ変化：0.61803398874989
初期規則：F
生成ルール1：F=|[+F][-F]



Fractal trees

• 生成ルールを変えると、図形が変わる

第 18 回日本フィボナッチ協会研究集会 12

60度 108度 120度 144度

上記の図形のL-systemパラメータ
角度：60, 108, 120, 144 のいずれか
ステップサイズ変化：0.61803398874989
初期規則：F
生成ルール1：F=|[+F]|[-F]



Fractal trees

• Fractal treesと黄金比

第 18 回日本フィボナッチ協会研究集会 13

60度 108度 120度 144度

三角形は黄金比と関係ないが、
L-systemのステップサイズ変化はφ-1



Fractal trees (108度)

• IFSによる描画

第 18 回日本フィボナッチ協会研究集会 14

IFSによるFractal tree (108度)
https://www.youtube.com/watch?v=4TYf6rQ-5Og

https://www.youtube.com/watch?v=4TYf6rQ-5Og


Fractal trees (60度、144度)

• IFSによる描画

第 18 回日本フィボナッチ協会研究集会 15



フィボナッチ数と関係のあるフラクタル図形

• 2つのAffine縮小写像からなる4つの図形
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フィボナッチ数と関係のあるフラクタル図形

• 相似次元は、4つの図形で共通
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フィボナッチ数と関係のあるフラクタル図形

• 2つのAffine縮小写像からなる4つの図形(動画)
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Fib1F4’
https://www.youtube.com/watch?v=TU4cXzugG-g

Fib1F3
https://www.youtube.com/watch?v=nu_-ucs8ZuM

Fib1F2’
https://www.youtube.com/watch?v=89OTc_AckAk

Fib1F1
https://www.youtube.com/watch?v=GNwa-1SjyF0

https://www.youtube.com/watch?v=TU4cXzugG-g
https://www.youtube.com/watch?v=nu_-ucs8ZuM
https://www.youtube.com/watch?v=89OTc_AckAk
https://www.youtube.com/watch?v=GNwa-1SjyF0


フィボナッチ数と関係のあるフラクタル図形

• Affine縮小写像の標準形
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1番目と3番目の図形は、(0,0)と(1,0)を不動点に取れないので、傾いている。



フィボナッチ数と関係のあるフラクタル図形

• くりぬかれた部分とフィボナッチ数との関係
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図形の左半分と右半分を比較すると、

も確認できる。



Golden dragon

• ドラゴン曲線の一つ。相似次元が黄金比φに等しい。
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kを決めてやると、r、θ、ψが決まる。

2つのAffine縮小写像は、下記の通り。

例：k=rの場合



Golden dragon

• kの値を変えると、相似次元がφを保ったまま曲線が変化
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kが3.0から1.0まで kが1.0から0.1まで

Golden dragon (kが1.0から0.1まで)
https://www.youtube.com/watch?v=dWXz4k3L96E

Golden dragon (kが3.0から1.0まで)
https://www.youtube.com/watch?v=rCVAI3a1Eo8

https://www.youtube.com/watch?v=dWXz4k3L96E
https://www.youtube.com/watch?v=rCVAI3a1Eo8


Golden dragon

• kの値を変えた時のGolden dragon曲線 (動画へのリンク)
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Golden dragon (k=1/2)
https://www.youtube.com/watch?v=onx5XLuFPoY

Golden dragon (k=1/φ)
https://www.youtube.com/watch?v=yy8FwXRcuNE

Golden dragon (k=r)
https://www.youtube.com/watch?v=5C1KwbqIYZs

Golden dragon (k=1)
https://www.youtube.com/watch?v=QPmpaW-Oy2E

Golden dragon (k=2)
https://www.youtube.com/watch?v=zqwHXD6h90A

https://www.youtube.com/watch?v=onx5XLuFPoY
https://www.youtube.com/watch?v=yy8FwXRcuNE
https://www.youtube.com/watch?v=5C1KwbqIYZs
https://www.youtube.com/watch?v=QPmpaW-Oy2E
https://www.youtube.com/watch?v=zqwHXD6h90A


Golden dragon

• 4つのバリエーション (これまで述べた曲線はNo.1)
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No.1

No.2

No.3

No.4



Golden dragon

• k=2の場合

• k=1の場合
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No.1 No.2 No.3 No.4

No.1 No.2 No.3 No.4



• k=rの場合

• k=1/φの場合

Golden dragon
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No.1 No.2 No.3 No.4

No.1 No.2 No.3 No.4



• k=1/2の場合

Golden dragon
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No.1 No.2 No.3 No.4



SierpinskiのGasket
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SierpinskiのGasket(a=b=c=φ-1)
https://www.youtube.com/watch?v=JPRmpTea3d0

SierpinskiのGasket(a=b=c=0.5)
https://www.youtube.com/watch?v=IcCIWNY2dAo

a=b=c=0.5 a=b=c=φ-1

相似次元 相似次元

https://www.youtube.com/watch?v=JPRmpTea3d0
https://www.youtube.com/watch?v=IcCIWNY2dAo


SierpinskiのGasket

• 相似次元dが近似的にφとなるa,b,cの例
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No. a b c
1 0.50000 0.75500 0.31986 
2 0.50000 0.71900 0.29981 
3 0.50000 0.70905 0.29095 
4 0.50000 0.68200 0.24968 
5 0.50000 0.68000 0.24463 
6 0.50000 0.66890 0.19922 
7 0.50000 0.66920 0.10048 
8 0.50000 0.67850 0.05006 

No.1 No.2

No.4 No.5 No.6

No.7

No.3

No.8



Golden Gasket

• SierpinskiのGasketに類似した図形
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オーバーレイしたL-systemの図形のパラメータ
角度：120
ステップサイズ変化：0.61803398874989
初期規則：[x]+[x]+[x]
生成ルール1：x=|[+f][-f]x
生成ルール2：f=|[+f][-f]

IFSのAffine縮小写像のパラメータ
a b c d e f

φ-1 0 0 φ-1 0 0

φ-1 0 0 φ-1 2-φ 0

φ-1 0 0 φ-1 1-φ/2 (2-φ)×sin(π/3)

F1
F2
F3

120度のFractal treeに関連している



L-systemによる様々な図形

• L-systemを用いた様々な図形を示す。黄金比と関係があるパターンも
多い。
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L-systemによる様々な図形
https://www.youtube.com/watch?v=x4k08bQpNC8
https://www.youtube.com/watch?v=tIi2oBr-uGI

https://www.youtube.com/watch?v=x4k08bQpNC8
https://www.youtube.com/watch?v=tIi2oBr-uGI


最後に

• 黄金比と関係のあるフラクタル図形の作成
• IFS、L-systemのソフトウェア(Windows版)を作成した。
• YouTubeにチャンネルを作り、動画にまとめてアップロードした。動画の
一覧はこのページ下のリンク・QRコード参照。

• フラクタル図形作成の難しい点
• 描きたい図形のパラメータをいかに定めるか。

• ソフトウェアの公開
• 今回作成した以外の図形も含め、ある程度まとまったら、ソフトウェア
と図形のパラメータをセットで公開する予定。
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動画一覧
https://www.youtube.com/channel/UCqJYbhZg6PmVemXibUqWzZw/videos

https://www.youtube.com/channel/UCqJYbhZg6PmVemXibUqWzZw/videos
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ΦΠϥʔ ͍ͯͭʹશ਺׬௒ܕ

൧ߴ ໜ (ֶशӃେֶ໊༪ڭत), ֿాޫ (͋͟Έ໺ୈҰখֶߍ 6೥)

2020 ೥ 8 ݄ 21 ೔

1 ͸͡Ίʹ
.ΊΔ࢝Β͔࢙શ਺ͷྺ׬1

લݩل 3 .ͷ͜ͱ͕ॻ͔Ε͍ͯΔ࣍࿦ʹ͸ݪॻ͔ΕͨϢʔΫϦουͷ਺ֶʹلੈ

1 ͔Β࢝Ίͯ 2 ഒ͢Δͱ 2.͞Βʹ 2 ഒ͢Δͱ 4. ͜ΕΛ܁Γฦ͢ͱ 2n. ͜ΕΒΛ଍
ͨ͠ q = 1 + 2 + · · ·+ 2n ͕ૉ਺ͷͱ͖, a = 2nq ͸׬શ਺ʹͳΔ.

͜ͷϢʔΫϦουͷݴઆΛಡΈղ͘͜ͱʹ͠Α͏.

.Λಋೖ͢Δ߸ه ࣗવ਺ a ͷ໿਺ (a ΋ೖΕΔ)ͷ૯࿨Λ σ(a) ͱॻ͘. σ(2n) =

1 + 2 + · · · + 2n ʹͳΔ͕,͜Ε͸ 2Λެൺͱ͢Δ౳ൺ਺ྻͷ࿨Ͱ͋Γ౳ൺ਺ྻͷ
ެࣜʹΑΕ͹,σ(2n) = 2n+1 − 1.

·ͨ,q = 2n+1 − 1 ͕ૉ਺ͳΒ σ(q) = 1 + q. ͞Βʹ σ(a) ͷ৐๏ެࣜΛ͏࢖ͱ
a = 2nq ʹରͯ͠, 2ͱ q ͸͍ޓʹૉͳͷͰ
σ(a) = σ(2n)σ(q) = (2n+1 − 1)(q + 1) = (2n+1 − 1)q + 2n+1 − 1 ͱͳΔ.

(2n+1 − 1)q = 2 ∗ 2nq − q = 2a− q. ͞Βʹ q = 2n+1 − 1 Λ͍ࢥग़ͤ͹
σ(a) = (2n+1 − 1)q + 2n+1 − 1 = 2a− q + 2n+1 − 1 = 2a ʹΑͬͯ, σ(a) = 2a.

͔ͯ͘͠Ͱ͖ͨࣜ σ(a) = 2a Λ׬શ਺ͷఆٛࣜͱ͑ߟΔ.

ఆٛ 1 σ(a) = 2a Λຬͨ͢਺ a Λ׬શ਺ͱ͍͏.

q = 2n+1 − 1 ͕ૉ਺ͷͱ͖, a = 2nq ͸׬શ਺ʹͳΔ͕,͜ͷ͕ٯ੒ཱ͢Δ͔. ͜Ε
શ਺ͷ໰୊Ͱ׬਺ح͕ 2000೥Ҏ্ղ͚ͳ͍ͱ͍͏ҙຯͰ਺ֶք࠷େͷ೉໰Ͱ͋Δ.

1.1 ͶͣΈࢉ

౳ൺ਺ྻͷެࣜ σ(2n) = 2n+1 − 1 Λݹ୅ΪϦγϟਓ͸஌͍ͬͯͨ͜ͱʹͳΔ.

11͔Β 8߲·Ͱ൧ߴ, 9߲ҎԼ͸ֿాʹΑΔ

1



ͳͥ 2,000Ҏ্ੲʹ͜ͷΑ͏ͳެࣜΛ஌͍ͬͯͨͷͩΖ͏͔. ͱ͜ΖͰ, ୅࣌ށߐ
ͷ࿩Ͱ͋Δ͕, ʹ൫ͷ໨ޟ 1ཻͷถΛஔ͖ɺ࣍ͷ໨ʹ 2ཻɺ4ཻɺ8ཻ ͱ࣍ʑ͓͍
͍ͯ͘. ͜Εͨݟ఼༷͕ੵΈ্͛ͨถΛΈͳ͋͛Α͏ɺͱ໿ଋ͢Δ.

΍͍ͬͯ͘ͱ૯਺ 1 + 2 + 4 + · · ·+ 263 = 264 − 1 ͱ͍͏๲େͳ਺ͷถʹͳͬͯ໿
ଋ఼༷͕ͨ͠ࠔ࿭ͨ͠࿩͕͋Δ.

ଟ෼ྨͨ͠ࣅ࿩͕ݹ୅Τδϓτ,ݹ୅ΪϦγϟʹ΋͋ͬͯ,ഒʑͷࢉܭΛͯ͠૯਺
Λ͢ࢉܭΔͱح਺ʹͳΓɼ1Λ͞ΒʹՃ͑Δͱ࠶ͼ 2΂͖ͷ਺ʹͳΔɽ͜ͷ͜ͱ͸
໘ന͍࣮ࣄͱͯ͠஌Δਓͧ஌Δ͜ͱ͕ΒͰ͋ͬͨΖ͏,ͱࢲ͸૝૾͢Δ.

2020೥ͷ 3݄ʹ์ө͞ΕͨE ςϨͷ൪૊Ͱ,5ࡀͷগ೥͕ഒʑͷࢉܭΛ܁Γฦ͢ա
ఔͰ͜ͷެࣜΛൃͨ͜͠ݟͱ͕঺հ͞Ε͍ͯͨ. ୅ΪϦγϟͷݹ,ͯݟ͸͜ΕΛࢲ
਺ֶऀ͕͜ͷެࣜΛؼೲతʹൃͨ͜͠ݟͱΛ֬৴ͨ͠ɽ

1.2 શ਺׬֓

શ਺׬ a ,਺ͳΒۮ͕ a = 2nq, (q = 2n+1 − 1 : ૉ਺)ͱॻ͚Δ͜ͱ͸ΦΠϥʔʹΑ
Γূ໌͞Εͨ.

શ਺׬ a ͸ σ(a)− 2a = 0ɹΛຬͨ͢ͷͰ σ(a)− 2a = −2,−1, 1, 2 Λຬͨ͢ a ʹ
͍ͭͯ΋ٻΊͯΈͨ.

σ(a)− 2a = 1 ͱͳΔ a ͸ଘ͠ࡏͳ͍ͱ༧૝͞Ε͍ͯΔ.

ද 1: −m = σ(a)− 2a ͷ׬શ਺

a ૉҼ਺෼ղ σ(a) −m a ૉҼ਺෼ղ σ(a) −m

3 [3] 4 −2 6 [2, 3] 12 0

10 [2, 5] 18 −2 28 [22, 7] 56 0

136 [23, 17] 270 −2 496 [24, 31] 992 0

2 [2] 3 −1 20 [22, 5] 42 2

4 [22] 7 −1 104 [23, 13] 210 2

8 [23] 15 −1 464 [24, 29] 930 2

16 [24] 31 −1 650 [2, 52, 13] 1302 2

σ(a) − 2a = −1 Λຬͨ͢ a Λ֓׬શ਺ͱ͍͏. શ਺͸׬֓ 2e ͱॻ͚Δͱ͍͏ͷ
.શ਺༧૝Ͱ͋Δ׬͕֓ ͔͠͠ূ໌͸Ͱ͖͍ͯͳ͍.

1.3 ฏߦҠಈͨ͠׬શ਺

.Ҡಈͯ͠ΈΑ͏ߦશ਺Λฏ׬
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Ұൠʹ, ༩͑ΒΕͨ੔਺ m ʹର͠, σ(a)− 2a = −m Λຬͨ͢ a ΛฏߦҠಈm ͷ
.શ਺ͱ͍͏׬

શ਺ͷͱ͖ͱಉ༷ʹղͷૉҼ਺෼ղ͕׬ 2eQ, (Q :ૉ਺) ͱॻ͚Δͱ͖ A ղͱܕ
͍͏.

σ(a)− 2a = −m Λຬͨ͢ a ͕A ղܕ 2eQ, (Q :ૉ਺) ͱ͢Δ.

N = 2e+1 − 1 ͱ͓͘ͱ͖, a = 2eQ ͕ σ(a)− 2a = −m Λຬͨ͢ͳΒ
−m = σ(a)− 2a = σ(2eQ)− 2a = N(Q+ 1)− 2a = NQ+N − 2a ʹͳΔ.

NQ+N = 2a−Q+N ͳͷͰ−m = NQ+N − 2a = −Q+N = −Q+ 2e+1 − 1.

Αͬͯ, Q = 2e+1 − 1 +m ͱͳΓ͜Ε͸ૉ਺ͱԾఆ͞Ε͍ͯΔ.ɹ
m = 0 ͳΒ Q = 2e+1 − 1 ͱͳΓ͜Ε͸ϝϧηϯψૉ਺ͱΑ͹Ε m = 2 ͳΒ
Q = 2e+1 + 1 ͱͳΓϑΣϧϚૉ਺ͱݺ͹ΕΔ.

2 ௒׬શ਺
q = 2e+1 − 1 +m ͸ૉ਺ͱ͢Δ. a = 2e ͱ͓͘ͱ q = σ(a) +m Λຬͨ͢.

σ(q) = q + 1 = 2e+1 +m = 2a+m ͱͳΔ.

q ͷ୅ΘΓʹ A ͱॻ͘͜ͱʹ͢Δͱ͕ࣜ࣍ಘΒΕΔ

A = σ(a) +m

,σ(A) = 2a+m.

͜ͷࣜΛฒ΂ͯ a,A ͷ࿈ཱํఔࣜͱΈΔ.

ఆٛ 2 {
A = σ(a) +m

σ(A) = 2a+m
(1)

Λຬͨ͢ͱ͖, a ͸ ฏߦҠಈ m ͷ௒׬શ਺ (super perfect number), A ͸ͦͷύʔ
τφʔ ͱݺ͹ΕΔ.

m = 0 ͷͱ͖ A = σ(a), σ(A) = 2a Λຬͨ͢ͷͰA Λফͯ͠ڈ σ(σ(a)) = 2a Λ
ಘΔ.

σ(σ(a)) Λ σ2(a) ͱॻ͘͜ͱʹ͢Δͱ, σ2(a) = 2a .

σ2(a) = 2a Λຬͨ͢ a ΛεϦϟφϦϟφͷ௒׬શ਺ (Suryanaryana’s super perfect

number)ͱ͍͏.

εϦϟφϦϟφ͸ σ2(a) = 2a Λຬͨ͢ a͕ۮ਺ͳΒ a = 2e , q = 2a− 1 ͸ૉ਺Ͱ
α = 2eq ͸׬શ਺ͱͳΔ͜ͱΛࣔͨ͠. ਅʹ͘ڻ΂͖݁ՌͰ͋Δ.

.͍ͨ͑ߟશ਺ͷૉ਺෦෼ͷಛ௃෇͚Λ׬

શ਺׬ 2eq ʹ͓͍ͯ a = q ͱ͓͘ͱ σ2(a) = 2a+ 1 Λຬͨ͢.
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ͳͥͳΒ, σ(a) = a + 1 = 2n+1, σ(2n+1) = σ2(a) = 2n+2 − 1 = 2 ∗ 2n+1 − 1 =

2(a+ 1)− 1 = 2a+ 1.

ʹٯ σ2(a) = 2a + 1 Λຬͨ͢ a ͸ (σ(a) (਺ͳΒۮ͕ શ਺ͷૉ਺෦෼ͱͳΔ͜׬
ͱΛূ໌͍ͨ͠.͜Ε͸ࢲʹͱͬͯເͷ༧૝.

3 ฏߦҠಈͷਅਖ਼׬શ਺ͱਅਖ਼௒׬શ਺
ฏߦҠಈm ͷਅਖ਼׬શ਺ αͱ͸ σ(α) = 2α−m ͷղͰ͔͠΋AܕղͱͳΔ΋ͷ
ͱ͑ߟΔ.

ฏߦҠಈmͷਅਖ਼௒׬શ਺ͱͦͷύʔτφ Aͱ͸࿈ཱํఔࣜ A = σ(a) = a +

m, σ(A) = 2a+m ͷղ (௒׬શ਺)Ͱ͞Βʹ a Λ 2 ΂͖ͱ͢Δ.

͜ͷͱ͖ͦͷύʔτφ A͸ૉ਺ʹͳΓ, aA ͕ਅਖ਼׬શ਺ α ͱͳΔ.

ҠಈmߦઅͰఆٛ͢Δฏ࣍ ͷΦΠϥʔ I ܕ ਅਖ਼௒׬શ਺ αͱ͸A = 2ϕ(a) + 1 +

m,ϕ(A) = a+m Λຬͨ͠,͔ͭ a ͸ 2΂͖ͱͳΔ৔߹Ͱ͋Δ.

͜ͷͱ͖ͦͷύʔτφ A͸ૉ਺ʹͳΔ.
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4 ΦΠϥʔܕ ௒׬શ਺
ࣗવ਺ a ΑΓখ͘͞,a ͱ͍ޓʹૉͳ਺ͷݸ਺Λ ϕ(a) ͱॻ͘.ϕ(a) Λؔ਺ͱΈͯ,

ΦΠϥʔؔ਺ͱ͍͏.

ϕ(1) = ϕ(2) = 1 ͕ͩ a > 2 ͳΒ ϕ(a) ͸ۮ਺.

coϕ(a) = a−ϕ(a)ΛΦΠϥʔ༨ؔ਺ͱ͍͏. coϕ(1) = 0͕ͩ a > 1ͳΒcoϕ(a) > 0.

coϕ(a) = 1 ͕੒Γཱͭͷ͸ a ͕ૉ਺ͷ৔߹͚ͩ.

a, b ૉͳࣗવ਺ͷͱ͖ʹ͍ޓ͕ ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) ͕੒Γཱͪ͜ΕΛΦΠϥʔؔ਺
ͷ৐๏ੑͱ͍͏.

σ(a) ͷ୅ΘΓʹ ϕ(a) Λ༻͍ͯ׬શ਺ ·ͨ͸ ௒׬શ਺ ͷϞϊΛͭ͘Δͱࣅྨʹ
͖ΦΠϥʔܕ શ਺׬ ·ͨ͸ΦΠϥʔܕ ௒׬શ਺ͱ͏ݴ.

ΦΠϥʔܕ ͷํ͕΍ͯ͘͞͠ѻ͍΍͍͢. ͜͜ʹॳֶऀ͕ࢼΈ΍͍͢ૉ͕ࡐଟ͘
͋Δ.

੔਺ m ͱ e > 0 ʹ͍ͭͯ A = 2e + 1 + m ͸ૉ਺ͱ͢Δ. a = 2e ͱ͓͘ͱ͖
A = a+ 1 +m ͕੒Γཱͭ.

Ұํ 2ϕ(a) = 2e = a ͕੒Γཱͭ.

Ώ͑ʹA = 2ϕ(a) + 1 +m͕੒Γཱͪ͜Ε͸ૉ਺ͳͷͰ, ϕ(A) = A− 1.

Ұํ A− 1 = a+m ͳͷͰ ϕ(A) = a+m

͜͜Ͱग़དྷͨ౳ࣜA = 2ϕ(a) + 1 +m,ϕ(A) = a +m ͷΈΛऔΓ্͛࣍ͷ֓೦Λ
ಋೖ͢Δ.

ఆٛ 3 {
A = 2ϕ(a) + 1 +m

ϕ(A) = a+m
(2)

Λຬͨ͢ͱ͖ a Λ ฏߦҠಈ m ͷΦΠϥʔ I ,શ਺׬ͷ௒ܕ A ͸ͦͷύʔτφʔ
ͱݺͿ.

m = 0 ͷͱ͖ͷղ a ͸ ϕ(2ϕ(a) + 1) = a Λຬͨ͢.

ද 2: Euler I ܕ ௒׬શ਺,(m = −2, 0, 2)

m = −2 m = 0 m = 2

a A a A a A

4 = 22 3 2 = 2 3 2 = 2 5

8 = 23 7 4 = 22 5 4 = 22 7

32 = 25 31 16 = 24 17 8 = 23 11

128 = 27 127 256 = 28 257 16 = 24 19

m = −2 ͳΒ, A ͸ϝϧηϯψૉ਺, m = 0 ͳΒ, A ͸ϑΣϧϚૉ਺.
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͸ࢲ Euler I ܕ ௒׬શ਺Λఆٛ͠ύιίϯͰͯ͠ࢉܭΈͨΒ, ͜ͷΑ͏ͳ݁Ռ͕
ग़ͨͷͰت׻ͷ੠Λ͋͛ͨ.

؆୯ͳ݁Ռ͔Β࢝ΊΔ.

໋୊ 1 a Λ ฏߦҠಈ m ͷΦΠϥʔܕͷ௒׬શ਺, A Λͦͷύʔτφʔͱ͢Δ.

a ͕ 2΂͖, ͢ͳΘͪ a = 2ε ͱ͢Δͱ͖, A ͸ૉ਺. ͜ͷٯ΋੒Γཱͭ.

Proof a = 2ε ͷͱ͖, 2ϕ(a) = a ͳͷͰ͜ΕΛఆٛࣜʹ୅ೖ͢Δ.

A = 2ϕ(a) + 1 + m = a + 1 + m,ϕ(A) = a + m = A − 1 ͳͷͰ ϕ(A) = A − 1.

Αͬͯ, A = 2ε + 1 +m ͸ૉ਺.

.ͷ੒ཱ͸໌Β͔ٯ q.e.d.
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஫ҙ 1 A = 2 ͱԾఆ͢Δͱ,ఆٛࣜΑΓ
2 = A = 2ϕ(a) + 1 +m, 1 = ϕ(A) = a+m

1 = 2ϕ(a) +m, 1 = ϕ(A) = a+m ʹΑΓ, 2ϕ(a) = a ʹΑͬͯ, a = 2ε. ͕ͨͬ͠
ͯ 1 = ϕ(A) = a+m = 2ε +m.

Αͬͯ,m = 1− 2ε.

i). ε = 1. m = −1, a = 2, A = 2

ii). ε = 2. m = −3, a = 4, A = 2

iii). ε = 3. m = −7, a = 8, A = 2

a ͕ 2΂͖ͷͱ͖, A ͸ૉ਺͸ࣔ͞Εͨ.

a ͕ૉ਺ͷͱ͖, A ͷૉҼ਺෼ղ͸͍Ζ͍Ζ͋Δ. ۩ମྫΛݕ౼͢Δͱ, A = 2eQ :

(Q > 2 : ૉ਺ ) ͱॻ͚Δ͜ͱ͕ଟ͍.

a ͕ૉ਺ p, A = 2eQ : (Q > 2 : ૉ਺ )ͱԾఆͯ͠ௐ΂ͯΈΑ͏.

2eQ = A = 2ϕ(a) + 1 +m = 2p − 1 +m,ϕ(A) = ϕ(2eQ) = 2e−1(Q − 1) = p +m

ͳͷͰ
ӈͷࣜΛ 2ഒ͢Δͱ 2e(Q− 1) = 2eQ− 2e = 2p+ 2m.

2eQ = 2p− 1+m = 2p+2m− 1−m = 2eQ− 2e− 1+m ʹͳΔͷͰm = −2e− 1.

࣮͸, ฏߦҠಈm ͷΦΠϥʔ I ܕ ਅਖ਼׬શ਺͸ఆٛͰ͖ͳ͍.

ͦ͜Ͱ, ฏߦҠಈm ͷΦΠϥʔ I ܕ ਅਖ਼௒׬શ਺ αͱͦͷύʔτφ Aͷੵ αA

Λ΋ͬͯ, ฏߦҠಈm ͷΦΠϥʔ I ܕ ਅਖ਼׬શ਺ͱݺͿ͜ͱʹ͢Δ.

5 Ұൠ࿦ͷల։
i).m ͸ۮ਺. m = 2µ ͱ͢Δͱ,a = ϕ(A)− 2µ(A > 2) ͸ۮ਺.

Αͬͯ a = 2eL, (2 ̸ |L).

A = 2ϕ(a) + 1 +m = 2eϕ(L) + 1 + 2µ,ϕ(A) = a+m = 2eL+ 2µ

,ͷ͔ࣜΒӈͷࣜΛҾ͍ͯࠨ ΦΠϥʔͷ༨ؔ਺Λ༻͍Δͱ

1 = coϕ(A) + 2e(coϕ(L)).

Ώ͑ʹ coϕ(A) = 1, (A:ૉ਺), 2e(coϕ(L)) = 0;L = 1, a = 2e. A = 2e + 1 + m:

ૉ਺.

a = 2e, A = 2e +1+m: ૉ਺, ͱ͍͏݁࿦ΛಘΔͱྑ͘෼͔ͬͨؾʹͳΔ. ͔͠͠,

༩͑ΒΕͨۮ਺ m ʹؔͯ͠A = 2e + 1 +m ͕ૉ਺ʹͳΔΑ͏ͳ e ͸ແݶʹ͋Δ
͔,ͱ͍͏ૉ๿ͳ໰͍͔͚ʹ౴͑Δ͜ͱ͸೉͍͠.
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ද 3: Euler ܕ ௒׬શ਺ A = 2e + 1 +m,m = 2µ: ૉ਺

m = −2 ϝϧηϯψૉ਺
a A = 2e − 1 3

4 22 3 3

8 23 7 7

32 25 31 31

128 27 127 127

m = 0 ϑΣϧϚૉ਺
a A = 2e + 1

2 2 3 3

4 22 5 5

16 24 17 17

256 28 257 257

m = 2

a A = 2e + 3

2 2 5 5

4 22 7 7

8 23 11 11

16 24 19 19

64 26 67 67

128 27 131 131

m = −2 ͷͱ͖, A = 2e + 1 +m = 2e − 1͸ ૉ਺ͳͷͰ͜Ε͸ϝϧηϯψૉ਺.

a0 = a/2 = 2e−1 ͱ͓͚͹
α = a0A ͸ݩ૆׬શ਺ʹͳΔ. 2 ΂͖͕௒׬શ਺ a ʹͳΔͳΒͦͷύʔτφ A ͸
ૉ਺Ͱ͜Ε͸ϝϧηϯψૉ਺Ͱ͋Γ, aA શ਺ͷ׬૆ݩ͕ 2ഒʹͳ͍ͬͯΔ.

ΦΠϥʔؔ਺Λ׬͏࢖શ਺ͷҰൠԽͰ͸, ௒׬શ਺͕ 2΂͖ͷͱ͖ύʔτφ͕ૉ਺
ͳͷͰ͜ͷੵ͕׬શ਺ͱ͏ࢥͷ͕ 1ͭͷํ͑ߟͰ͋Ζ͏.
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5.1 m = −3,−5 ͷ৔߹

m:ح਺Ͱਖ਼ͳΒ Euler ܕ ௒׬શ਺ͷղ͸ͳ͍.

ΔͱEuler͢ࢉܭ਺Ͱ΋ෛͷ৔߹Λح͔͠͠ શ਺׬௒ʹܕ ૒ࢠૉ਺ͱͦͷҰൠԽ
͕Ͱͯདྷͨ. ͜Ε͸ෆٞࢥͳ͜ͱͩ.

.ಈʹͭͭ·Εͨײ͸ࣗ෼ͷ਺ֶਓੜͰ΋͔ͬͯຯΘͬͨ͜ͱͷͳ͍ࢲ ূ໌͸ແཧ
ͩΖ͏ͱͨͬࢥ. ૒ࢠૉ਺͸ແݶʹ͋Δ͜ͱ͢Βূ໌Ͱ͖͍ͯͳ͍ѻ͍ʹࠔ೉ͳଘ
.ΒͰ͋Δ͔͍ͨͯ͑ߟͱࡏ

ද 4: Euler ܕ ௒׬શ਺,m = −3,−5

m = −3 (p = q + 2) m = −5 (p = 2q + 3)

a = p A = 2q a = p A = 4q

4 = 22 2 =2 9 = 32 8 = 23

5 = 5 6 = 2 ∗ 3 13 = 13 20 = 22 ∗ 5
7 = 7 10 = 2 ∗ 5 17 = 17 28 = 22 ∗ 7
13 = 13 22 = 2 ∗ 11 29 = 29 52 = 22 ∗ 13
19 = 19 34 = 2 ∗ 17 37 = 37 68 = 22 ∗ 17
31 = 31 58 = 2 ∗ 29 41 = 41 76 = 22 ∗ 19

m = −3, (a > 4 ͳΒ a = p ͸ૉ਺), q = p+ 2(૒ࢠૉ਺).

m = −5, (q > 9 ͳΒ a = p : ૉ਺ ), A > 8 ͳΒA = 4q:ૉ਺, p = 2q + 3 ௒૒ࢠ
ૉ਺.

খֶ࣌͸ͦͷ౰ࢲ 4೥ੜͷڮߴ༸ᠳ͔܅Β,ʮྑ͍໰୊Λग़ͯ͠Լ͍͞ʯͱݴΘΕͯ
͍ͨͷͰ,ʮΦΠϥʔؔ਺͸஌͍ͬͯΔͶ.ʯͱͯͬݴʮm = −3 ͷͱ͖ͷΦΠϥʔ
શ਺Λ͠Β΂ͯԼ͍͞ʯͱ͍͏ҙຯͷ͸͕͖Λग़ͨ͠ɽ׬௒ܕ
2೔ޙʹʮ૒ࢠૉ਺͕Ͱ·͢.ূ໌΋Ͱ͖·͢ʯͱ͍͏ฦॻ͕ಧ͍ͨ. ୅਺ݱ͸ࢲ
.͕ͨ͠ؾΛ໨લͰΈ͍ͯΔΑ͏ͳֶ࢙
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6 m ͸ح਺ͷ৔߹
m ͸ح਺. m = 2µ− 1 ͱ͢Δ.

ΦΠϥʔ I શ਺׬௒ܕ ͷఆٛࣜ A = 2ϕ(a) + 1 +m,ϕ(A) = a+m ʹೖΕΔ.

A = 2ϕ(a) + 1 +m = 2ϕ(a) + 2µ ͸ۮ਺ʹͳΔͷͰA = 2eL, (2 ̸ |L)ͱॻ͚Δ.

A = 2eL = 2ϕ(a) + 2µ Λ 2 ͰׂΔͱ

2e−1L = ϕ(a) + µ (3)

ఆٛࣜͷޙ൒෦ΑΓ ϕ(A) = 2e−1ϕ(L) = a+m = a+ 2µ− 1.

Ώ͑ʹ

2e−1ϕ(L) = a+ 2µ− 1 (4)

2 ͭͷࣜΛҾ͍ͯ

1− µ = coϕ(a) + 2e−1coϕ(L). (5)

͜ΕΛ,1 − µ ͷΦΠϥʔ༨ؔ਺΁ͷՃ๏෼ղࣜͱ͍͏. Ұൠʹ͜Εղ͘͜ͱ͸ࠔ
೉ͱࢥΘΕΔ.

a ͕ૉ਺ p ͷ৔߹ͳΒ coϕ(a) = 1 ͳͷͰ, ·ͣ͜ΕΛԾఆ͢Δ.

−µ = 2e−1coϕ(L).

͍ͭͰʹ L ͕ૉ਺ q ΛԾఆ͢Δ. coϕ(L) = coϕ(q) = 1 ͳͷͰ −µ = 2e−1.

͜ͷͱ͖, m = 2µ− 1 = −1− 2e.

L = q, A = 2eq = 2ϕ(a) + 1 +m = 2p− 1 +m = 2(p+ µ− 1) ʹΑͬͯ,

2e−1q = p+ µ− 1.

͜ͷ͜ͱ͸ڮߴ༸ᠳ࠷͕܅ॳʹ஫໨͠, .৴Ͱड़΂ͨࢲѼͷࢲ

౰࣌খֶੜͷڮߴ༸ᠳ܅͸͜ͷ৔߹௒૒ࢠૉ਺͕ແݶʹ͋Δ͜ͱΛ֬৴ͨ͠.

૒ࢠૉ਺͕ແݶʹ͋Δ৔߹ΛҰൠԽͯ͠೔ຊ਺ֶڭҭֶձ̍̌̌प೥اըͰڀݚ
ൃදͨ͠.

2e−1q + 1− µ = p ͸ҰൠԽ͞Ε࣍ͷఆ͕ٛͰ͖Δ.

a > 0, b Λఆ਺ͱͯ͠ (a, b):͍ޓʹૉ, a+ b ≡ 1 mod 2 Λຬͨ͢ͱ͖ q, p = aq+ b

͕ͱ΋ʹૉ਺ͳΒ (p, q) Λ௒૒ࢠૉ਺ (super twin primes )ͱ͍͏.

௒׬શ਺͔Βੜ·Εͨ૒ࢠૉ਺ͷҰൠԽͳͷͰ௒૒ࢠૉ਺ͱ͍͏͜ͱʹͳͬͨ.

ͱΓ͋͑ͣm = 2µ− 1 = −1− 2e ͷ৔߹ʹ݁ͯͬݶՌΛड़΂Δ.
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µ = −1 ͷͱ͖m = −3 ͳͷͰ 1− µ = 2 ʹΑΓ 2 = 2e−1coϕ(L) + coϕ(a) .

͜Ε͸ 2 Λ 2e−1coϕ(L) ͱ coϕ(a)ɹͷ࿨ʹՃ๏෼ղ͢Δ͜ͱͰ͋Δ. ݁Ռͱͯ͠
2 = 1 + 1, 2 = 0 + 2 ͷ 2௨Γͷ༨ؔ਺΁ͷՃ๏෼ղΛ͑ߟʹૅجΔ.

i).2 = 1 + 1 ͷͱ͖
2e−1coϕ(L) = 1, coϕ(a) = 1 ʹͳΔͷͰ,e− 1 = 0. L ͱ a ͸ͱ΋ʹૉ਺. L = q ͱ
a = pͱॻ͖͑׵Δ. A = 2qͰA = 2ϕ(a)+1+mʹΑΓ 2q = A = 2ϕ(p)+1+m =

2(p− 1)− 2. 2 Ͱׂͬͯ q = p− 2. (p, q) ͸૒ࢠૉ਺.

ii). 2 = 0 + 2 ͷͱ͖
2e−1coϕ(L) = 0, coϕ(a) = 2. ͜ΕΑΓ L = 1, A = 2e; a = 4, A = 2.

7 m = −1− 2ε ͷ৔߹
m = 2µ− 1 = −1− 2ε, µ = −2ε−1 ͱͳΔ.

7.1 m = −5

µ = −2 ʹͳΔͷͰ

1− µ = 3 = coϕ(a) + 2e−1coϕ(L).

i). 3 ͷՃ๏෼ղ͕ 3 = 1 + 2.

2e−1coϕ(L) = 2e−1 = 2. ʹΑΓ e = 2, L = qૉ਺.

ii). 3 ͷՃ๏෼ղ͕ 3 = 3 + 0. coϕ(a) = 3, 2e−1coϕ(L) = 0 . ʹΑͬͯ, a = 9, L =

1, A = 2e.

ϕ(A) = 2e−1 = a + m = a + 2µ − 1 = 9 − 5 = 4; e − 1 = 2.A = 8. Ώ͑ʹ,

a = 32, A = 23

දʹΑΔͱ, a ͕ૉ਺Ͱͳ͍ͱ͖ a = 52, A = 23.

7.2 m = −9 ͷͱ͖

ͳΒ µ = −4 ͳͷͰ 5 ͷՃ๏෼ղࣜ͸࣍ͷ௨Γ.

coϕ(a) + 2e−1coϕ(L) = 5.

a͕ૉ਺Ͱͳ͍৔߹͸ 5 = 5+0ͱՃ๏෼ղ͢Δ৔߹Ͱ͋Γ, coϕ(a) = 5, coϕ(L) = 0.

ͨͩ͠ূ໌͸ະ׬੒.
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ද 5: Euler ܕ ௒׬શ਺

a ૉҼ਺෼ղ A ૉҼ਺෼ղ
m = −5

9 32 8 23

13 13 20 22 ∗ 5
17 17 28 22 ∗ 7
29 29 52 22 ∗ 13
37 37 68 22 ∗ 17
41 41 76 22 ∗ 19
61 61 116 22 ∗ 29

m = −9

17 17 24 23 ∗ 3
25 52 32 25

73 73 136 23 ∗ 17
97 97 184 23 ∗ 23
193 193 376 23 ∗ 47

ද 6: Euler ܕ ௒׬શ਺

a ૉҼ਺෼ղ A ૉҼ਺෼ղ
m = −17

21 3 ∗ 7 8 23

25 52 24 23 ∗ 3
49 72 68 22 ∗ 17
97 97 176 24 ∗ 11
113 113 208 24 ∗ 13
193 193 368 24 ∗ 23
241 241 464 24 ∗ 29
257 257 496 24 ∗ 31
337 337 656 24 ∗ 41

m = −17 ͷͱ͖ a ͕߹੒਺ͳΒ a = 3 ∗ 7, 52, 72 ͱ 3௨Γ͋Δ.

7.3 m = −33 ͷ৔߹

m = −33 ͷͱ͖ a ͕߹੒਺ͳΒ a = 5 ∗ 13, 172 ͷ 2௨Γ͋Δ.
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ද 7: Euler I ܕ ௒׬શ਺

a ૉҼ਺෼ղ A ૉҼ਺෼ղ

m = −33

65 5 ∗ 13 64 26

97 97 160 25 ∗ 5
193 193 352 25 ∗ 11
289 172 512 29

673 673 1, 312 25 ∗ 41
769 769 1, 504 25 ∗ 47
1153 1, 153 2, 272 25 ∗ 71
2113 2, 113 4, 192 25 ∗ 131
2689 2, 689 5, 344 25 ∗ 167
3169 3, 169 6, 304 25 ∗ 197

7.4 m = −65 ͷ৔߹

ද 8: Euler I ܕ ௒׬શ਺

m = −65

a ૉҼ਺෼ղ A ૉҼ਺෼ղ
193 193 320 26 ∗ 5
209 11 ∗ 19 296 23 ∗ 37
257 257 448 26 ∗ 7
449 449 832 26 ∗ 13
577 577 1, 088 26 ∗ 17
641 641 1, 216 26 ∗ 19
769 769 1, 472 26 ∗ 23
961 312 1, 796 22 ∗ 449
1217 1, 217 2, 368 26 ∗ 37
1409 1, 409 2, 752 26 ∗ 43
2689 2, 689 5, 312 26 ∗ 83

m = −65 ͷͱ͖ a ͕߹੒਺ͳΒ a = 11 ∗ 19, 312 ͷ 2௨Γ.

A = 2ϕ(a) + 2µ = 2ϕ(a)− 32.
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A = 2eLͱॻ͘ͱ͖

33 = 1− µ = coϕ(a) + 2e−1coϕ(L).

1. 33 = 1 + 32.

coϕ(a) = 1, 2e−1coϕ(L) = 32; 2e−1 = 32 = 25, coϕ(L) = 1.

L = q;ૉ਺, e = 6, a = p : ૉ਺. A = 26q, a = p.

2. 33 = 29 + 4. coϕ(a) = 29, 2e−1coϕ(L) = 4; e = 3, coϕ(L) = 1;L = q, A =

23q.coϕ(a) = 29; a = 11 ∗ 19,
3. 33 = 31 + 2.

coϕ(a) = 31; a = 312, 2e−1coϕ(L) = 2; e = 2, coϕ(L) = 1, A = 2L = 2q.

A = 2ϕ(a) + 2µ = 2 ∗ 30 ∗ 31− 2 ∗ 32 = 4 ∗ 449. q = 449, A = 22 ∗ q.
͜ΕΒͷূ໌͸ґવະ׬੒.
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m = −1− 2ε ͷ৔߹ʹݶఆͯ͑͠ߟΔ.

࿈ཱఆٛํఔࣜ͸A = 2ϕ(a) + 1 +m,ϕ(A) = a+m ͳͷͰ

A = 2ϕ(a)− 2ε,ϕ(A) = a− 1− 2ε

.

A:ۮ਺ʹͳΓ, A = 2eL, (L :(਺ح: ͱ͓͘.

2e−1L = ϕ(a)− 2ε−1,

ϕ(A) = 2e−1ϕ(L) = a− 1− 2ε.

2e−1coϕ(L) = −coϕ(a) + 1 + 2ε−1

7.5 a = p ͷ৔߹

i). a = p(:ૉ਺)ͱԾఆ͢Δ.

2e−1coϕ(L) = 2ε−1.

Ώ͑ʹ,

coϕ(L) = 2ε−e.

L:ح਺ͳͷͰ ֿాͷ݁ՌʹΑΔͱ, e = ς.

a = Q2 ͷ৔߹
ii). a = Q2, (Q:ૉ਺)ͱԾఆ͢Δ.

2e−1coϕ(L) +Q = 2ε−1 + 1 = 1− µ

7.6 m = −17 ͷ৔߹

m = −17 ͱ͢Δͱ µ = −8, ε = 4.

9 = 2e−1coϕ(L) +Q

9 > Q ͳͷͰ Q = 7, 5, 3
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1) Q = 7 ͷͱ͖, 2e−1coϕ(L) = 2;ϕ(Q2) = 42, e = 2, coϕ(L) = 1, L = q.

2e−1L = 2q = 42− 2ε−1 = 34, q = 17;A = 4 ∗ 17 = 68.

2) Q = 5 ͷͱ͖, 9 = 2e−1coϕ(L)+Q = 2e−1coϕ(L)+5. 2e−1coϕ(L) = 4;ϕ(Q2) =

20, e = 3, coϕ(L) = 1, L = q

2e−1L = 4q = 20− 2ε−1 = 12, q = 3;A = 24

3) Q = 3 ͷͱ͖, 9 = 2e−1coϕ(L)+Q = 2e−1coϕ(L)+3. 2e−1coϕ(L) = 6;ϕ(Q2) =

6, e = 2, coϕ(L) = 3, L = 9

A = 22 ∗ 9 = 36,ϕ(A) = 12 = a− 1− 2ε = 9− 1− 24 < 0;ໃ६.
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8 ฏํղ
m = −89ͷͱ͖ڵຯ͋Δૉ਺ͷฏํղ͕ग़ͯདྷͨ.

ද 9: Euler ܕ ௒׬શ਺

m = −89

217 7 ∗ 31 272 24 ∗ 17
377 13 ∗ 29 584 23 ∗ 73
1849 432 3, 524 22 ∗ 881

ૉ਺ͷฏํ a = p2 ղ͸஫໨͢ΔՁ஋͕͋Δ. ͔͠΋ྫΛௐ΂Δͱύʔτφʔ
A = 2eq ʹͳΔ৔߹͕ଟ͍.

ͦ͜Ͱ a = p2, A = 2eq ͱͳΔղΛ୳ͯ͠ΈΑ͏.

ఆٛࣜA = 2ϕ(a) + 1 +m,ϕ(A) = a+m ʹ୅ೖ͢Δͱ

A = 2eq = 2ϕ(a) + 1 +m = 2pp+m+ 1

ϕ(A) = 2e−1(q − 1) = p2 +m ʹΑΓ 2 ഒͯ͠

2e(q − 1) = 2eq − 2e = 2p2 + 2m.

2eq = 2pp+m+ 1 Λ୅ೖ͢Δͱ 2p(p− 1) +m+ 1− 2e = 2p2 + 2m.

−2p+ 1− 2e = m.

m ͸ෛͷح਺ͳͷͰ m = 2µ− 1 ͱ͓͘ͱ p = 1− µ− 2e−1 ͕ૉ਺ʹͳΔ, e Λબ
Ϳ. ͜ͷΑ͏ͳɹ e ͸Ұൠʹ͸ແ਺ʹ͋Δ.

͞Βʹ 2e−1q = pp+ µ ͕੒Γཱͭͱ͍͏͍͠ݫ৚͕݅͋Δ.
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ද 10: Euler ܕ I ௒׬શ਺, ฏํղ 1

a A

m = −65

961 312 1796 22 ∗ 449
m = −63

64 26 2 2

m = −57

81 34 52 22 ∗ 13
m = −49

289 172 496 24 ∗ 31
529 232 964 22 ∗ 241

m = −41

169 132 272 24 ∗ 17
m = −37

289 172 508 22 ∗ 127
m = −33

289 172 512 29

m = −31

49 72 54 2 ∗ 33
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ද 11: Euler ܕ I ௒׬શ਺, ฏํղ 2

a A

m = −29

169 132 284 22 ∗ 71
m = −17

25 52 24 23 ∗ 3
49 72 68 22 ∗ 17

m = −15

16 24 2 2

m = −13

25 52 28 22 ∗ 7
m = −9

25 52 32 25

m = −7

9 32 6 2 ∗ 3
m = −5

9 32 8 23

m = −3

4 22 2 2
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9 ΦΠϥʔ II શ਺ͷఆٛ׬ϝϧηϯψ௒ܕ
,ઌੜʹΑΓߴ൧ۙ࠷ ΦΠϥʔܕϝϧηϯψ௒׬શ਺ͱ͍͏֓೦͕ఆٛ͞Εͨ.

·ͣ a = p · 2e +m+ 1 ∈ prime(p : odd prime)ͱ͢Δ.

͜ͷͱ͖ ϕ(a) = p · 2e +mͳͷͰA = ϕ(a)−m = p · 2eͱ͓͘ͱ
ϕ(A) = (p− 1)2e−1ΑΓ 2pϕ(A) = (p− 1) · 2ep = (p− 1)(a−m− 1)Ͱ͋Δ.

ઌੜ͸͜͏ͯ͠Ͱ͖ͨ࿈ཱํఔࣜ
{
A = ϕ(a)−m

2pϕ(A) = (p− 1)(a−m− 1)
(6)

ΛฏߦҠಈm, ৐਺ p෇͖ΦΠϥʔܕϝϧηϯψ௒׬શ਺ͱఆٛ͞Εͨ.

ճ͸ࠓ aͷஔ͖ํ͸ಉ͡Ͱ͋Δ͕, A = 2eͱ͢Δ.

͜ͷͱ͖ aͱAͷؒͰ੒Γཱͭ࿈ཱํఔࣜΛ͑ߟΔ.

·ͣ ϕ(a)−m = p · 2eΑΓ pA = ϕ(a)−mͰ͋Δ.

·ͨ ϕ(A) = 2e−1ΑΓ 2pϕ(A) = a−m− 1ͱͳΔ.

͜͏ͯ͠Ͱ͖ͨ࿈ཱํఔࣜ
{
pA = ϕ(a)−m

2pϕ(A) = a−m− 1
(7)

ΛΦΠϥʔ II .શ਺ͷఆٛࣜͱ͢Δ׬ϝϧηϯψ௒ܕ

10 p : odd, p > 1ͷ৔߹
ҎԼ p : odd, p > 1ͱԾఆ͢Δ.

10.1 m ≥ 0ͷ৔߹

ఆཧ 1 mΛح਺, m > 1ͱ͢Δͱ͖ฏߦҠಈm, ৐਺ p ෇͖ͷΦΠϥʔ IIܕϝϧ
ηϯψ௒׬શ਺͸ͳ͍.

Proof

·ͣఆ͔ٛࣜΒ pA = ϕ(a)−m, 2pϕ(A) = a−m− 1ͱͳΔ.

m : oddΑΓm+ 1 : evenͰ͋Δ͔Β a : even͕੒Γཱͭ.

͕ͨͬͯ͠ a = 2eL(e > 0, L : odd)ͱॻ͚ͯ͜ΕΛఆٛࣜʹ୅ೖ͢Δͱ
pA = 2e−1ϕ(L)−m, 2pϕ(A) = 2eL−m− 1ͱͳΔ.

྆ลΛ 2ഒ͢Δͱ
2pA = 2eϕ(L)− 2m, 2pϕ(A) = 2eL−m− 1͕ಘΒΕΔ.

͜͜Ͱm > 1ΑΓ 2m > m+ 1, Αͬͯ−2m < −m− 1.
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·ͨ ϕ(L) ≤ L.

͜ͷ 2ͭΛ༻͍ͯ 2pA = 2eϕ(L)− 2mΛม͍ͯ͘͠ܗ.

·ͣ ϕ(L) ≤ L͔Β 2pA ≤ 2eL− 2m.

ͭ͗ʹ−2m < −m− 1͔Β 2pA < 2eL−m− 1.

2pϕ(A) = 2eL−m− 1ΑΓ 2pA < 2pϕ(A)Ͱ͋Δ.

Ώ͑ʹA < ϕ(A)ͱͳͬͯໃ६.

Ҏ্ΑΓఆཧ͸੒Γཱͭ.

q.e.d.

ఆཧ 2 m = 1ͱ͢Δͱ͖ฏߦҠಈm, ৐਺ p ෇͖ͷΦΠϥʔ IIܕϝϧηϯψ௒׬
શ਺͸ a = 2p+ 2 = 2e(e > 0), A = 1ͷΈͰ͋Δ.

Proof

·ͣఆ͔ٛࣜΒ pA = ϕ(a)− 1, 2pϕ(A) = a− 2Ͱ͋Δ.

a : evenͰ͋Δ͔Β a = 2eL(e > 0, L : odd)ͱॻ͚ͯ͜ΕΛ୅ೖ͢Δͱ
pA = 2e−1ϕ(L)− 1, 2pϕ(A) = 2eL− 2͕ಘΒΕΔ.

྆ลΛ 2ഒ͢Δͱ
2pA = 2eϕ(L)− 2, 2pϕ(A) = 2eL− 2ͱͳΔ.

ϕ(L) ≤ L(౳߸੒ཱ͸ L = 1ͷͱ͖)ΑΓ
2pA ≤ 2eL− 2 = 2pϕ(A), ͭ·ΓA ≤ ϕ(A)͕੒Γཱͭ.

Αͬͯ౳߸͕੒ཱͯ͠ L = 1, A = 1ͱܾ·Δ.

L = 1ΑΓ a = 2eͳͷͰ p = 2e−1 − 1, 2p = 2e − 2Ͱ͋Δ.

͕ͨͬͯ͠ a = 2p+ 2 = 2e(e > 0), A = 1ͱͳΔ.

q.e.d.

ఆཧ 3 m : even, gcd(m + 1, p) = 1ͷͱ͖ a = p · 2e +m + 1 ∈ prime, A = 2e͕
ղʹͳΔ.

·ͨ gcd(m+ 1, p) ̸= 1ͷͱ͖ղ͸ଘ͠ࡏͳ͍.

Proof

·ͣఆ͔ٛࣜΒ pA = ϕ(a)−m, 2pϕ(A) = a−m− 1Ͱ͋Δ.

a = 1ͱ͢Δͱ 2pϕ(A) = −m ≤ 0ͱͳΓໃ६.

a = 2ͱͯ͠΋ 2pϕ(A) = 1−mͰ͋Δ͕ 2p > 1ΑΓໃ६.

Αͬͯ ϕ(a) : evenͰ͋Δ͔ΒA : evenͰ͋Δ.

͕ͨͬͯ͠A = 2eL(e > 0, L : odd)ͱॻ͚ͯ͜ΕΛఆٛࣜʹ୅ೖ͢Δͱ
p · 2eL = ϕ(a)−m, p · 2eϕ(L) = a−m− 1͕ಘΒΕΔ.

a > 1ΑΓ a− 1 ≥ ϕ(a)(౳߸੒ཱ͸ a ∈ primeͷͱ͖)ΑΓ
p · 2eϕ(L) ≥ ϕ(a)−m = p · 2eLͱͳΔ.

ϕ(L) ≥ LΑΓ౳߸͕੒ཱͯ͠ a ∈ prime, A = 2eͱͳΔ.

p · 2eϕ(L) = a−m− 1ΑΓ a = p · 2e +m+ 1 ∈ prime͕ಘΒΕΔ.
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gcd(m+ 1, p) = 1ͷͱ͖ a = p · 2e +m+ 1 ∈ prime, A = 2e͕ղͱͳΔ.

͜͜Ͱ gcd(m+ 1, p) = k ̸= 1ͱ͢Δ.

͜ͷͱ͖ a͸ kͷഒ਺ͳͷͰ a = k ∈ primeͱܾ·Δ.

͔͠͠ a = p · 2e + m + 1 = k

(
p

k
2e +

m+ 1

k

)
Ͱ e > 0ΑΓ 2e > 1Ͱ͋Δ͔Β

a > kͱͳΔ.

͜Ε͸ a = kʹ൓͢Δ. q.e.d.

10.1.1 p = 3ͷ৔߹

ҎԼ͸ 1 ≤ a ≤ 10000000ͷൣғͷղͰ͋Δ.

ͨͩ͠A > 0ͱ͢Δ.

·ͨ͜ͷͱ͖ํఔࣜ͸ 3A = ϕ(a)−m, 6ϕ(A) = a−m− 1ͱͳΔ. ఆཧ 1, 2, 3Λ
༻͍Δͱ, m ≥ 0, p = 3͔ͭ

• m ≡ 0, 4 (mod 6)ͷͱ͖ a = 3 · 2e +m+ 1 ∈ prime, A = 2e

• m ≡ 1 (mod 6)ͷͱ͖ a = 8, A = 1,m = 1

• m ≡ 2, 3, 5 (mod 6)ͷͱ͖ղ͸ଘ͠ࡏͳ͍

͜ͱ͕෼͔Δ. m͕ෛͷ৔߹ʹ͍ͭͯ͑ߟΔ.

10.2 m < 0ͷ৔߹

จ͕ࣈෛͩͱ෼͔Γʹ͍͘ͷͰm−mͱஔ͖ͳ͓͢.

Α͔ͬͯ͜͜Βm > 0ͱԾఆ͢Δ.

͜ͷͱ͖ఆٛࣜ͸ pA = ϕ(a) +m, 2pϕ(A) = a+m− 1ʹͳΔ.

ฏߦҠಈ͕ਖ਼ͷ৔߹ͱҧ͍, ͜ͷͱ͖͸ղ͕ͨ͘͞Μग़ͯ͘Δ.

p = 3ͷͱ͖͸m ≥ 27ʹͳΔͱDܕղ΋ग़ͯ͘Δ.

m : oddͷ৔߹͸ղͷछྨ͕ଟ͘ѻ͍ʹ͍͘ͷͰ·ͣm : evenͷ৔߹Λ͑ߟΔ.

ఆཧ 4 m : evenͷͱ͖ฏߦҠಈ−m, ৐਺ p ෇͖ͷΦΠϥʔ IIܕϝϧηϯψ௒׬
શ਺͸ a = p · 2e −m+ 1, A = 2e͕ղʹͳΔ.

Proof

·ͣఆ͔ٛࣜΒ pA = ϕ(a) +m, 2pϕ(A) = a+m− 1Ͱ͋Δ.

a = 1ͷͱ͖pA = m+1, 2pϕ(A) = m,ͭ·ΓpA = 2pϕ(A)+1ͱͳΔ͕2pϕ(A)+1

͸ pͰׂΓ੾Εͳ͍ͷͰໃ६.

a = 2ͷͱ͖ pA = m+1, 2pϕ(A) = m+1, ͱͳΔ͕ 2pϕ(A) : evenͳͷͰm : odd

ͱͳΓm : evenͰ͋Δ͜ͱʹ൓͢Δ.

Αͬͯ ϕ(a) : evenͰ͋Δ͔ΒA : evenͱͳΓA = 2eL(e > 0, L : odd)ͱॻ͚Δ.

22



͜ΕΛఆٛࣜʹ୅ೖ͢Δͱ
p · 2eL = ϕ(a) +m, p · 2eϕ(L) = a+m− 1ͱͳΔ.

͜͜Ͱ ϕ(a) ≤ a− 1(౳߸੒ཱ͸ a ∈ primeͷͱ͖)ΑΓ
p · 2eϕ(L) ≥ ϕ(a) +m = p · 2eL
Αͬͯ౳߸͕੒ཱͯ͠ a ∈ prime, L = 1ͱͳΔ.

L = 1ΑΓA = 2eͰ͋Δ.

·ͨ p · 2eϕ(L) = a+m− 1ΑΓ a = p · 2e −m+ 1 ∈ primeͱͳΔ.

q.e.d.

·ͣm = 1ͱ͢Δ.

໋୊ 2 ฏߦҠಈ−1, ৐਺p෇͖ͷΦΠϥʔ IIܕϝϧηϯψ௒׬શ਺͸ଘ͠ࡏͳ͍.

Proof

·ͣఆ͔ٛࣜΒ pA = ϕ(a) + 1, 2pϕ(A) = aͰ͋Δ.

pϕ(A)͸ࣗવ਺ͳͷͰ a = 2eL(e > 0, L : odd)ͱॻ͚ͯ͜ΕΛఆٛࣜʹ୅ೖ͢Δ
ͱ
pA = 2e−1ϕ(L) + 1, 2pϕ(A) = 2eL͕ಘΒΕΔ.

྆ลΛ 2ഒ͢Δͱ
2pA = 2eϕ(L) + 2, 2pϕ(A) = 2eLͱͳΔ.

Αͬͯ 2pcoϕ(A) + 2ecoϕ(L) = 2, ͭ·Γ pcoϕ(A) + 2e−1coϕ(L) = 1͕੒Γཱͭ.

͜ͷͱ͖ e = 1Ͱ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Δ.

͕ͨͬͯ͠ pcoϕ(A) + coϕ(L) = 1ͱͳΔ.

͜͜Ͱ p > 1ΑΓ coϕ(A) = 0, coϕ(L) = 1, ͭ·ΓA = 1, L ∈ primeͰ͋Δ.

Αͬͯ a = 2q(q : odd prime), A = 1ͱॻ͚Δ.

͔͠͠ pA = ϕ(a) + 1ΑΓ p = q + 1ͱͳΔ͕͜Ε͸ p : odd, q : oddʹໃ६.

Ҏ্ΑΓฏߦҠಈ−1, ৐਺ p ෇͖ͷΦΠϥʔ IIܕϝϧηϯψ௒׬શ਺͸ଘ͠ࡏͳ
͍͜ͱ͕ࣔ͞Εͨ.

q.e.d.

͜ͷূ໌Λ్த·ͰҰൠԽ͢Δ.

ఆ͔ٛࣜΒ pA = ϕ(a) +m, 2pϕ(A) = a+m− 1Ͱ͋Δ.

m : oddΑΓm− 1 : evenͰ͋Δ͔Β a = 2eLͱॻ͚ͯ͜ΕΛఆٛࣜʹ୅ೖ͢Δͱ
pA = 2e−1ϕ(L) +m, 2pϕ(A) = 2eL+m− 1͕ಘΒΕΔ.

྆ลΛ 2ഒ͢Δͱ
2pA = 2eϕ(L) + 2m, 2pϕ(A) = 2eL+m− 1ͱͳΔ.

Αͬͯ 2pcoϕ(A) + 2ecoϕ(L) = m + 1, ͭ·Γ pcoϕ(A) + 2e−1coϕ(L) =
m+ 1

2
͕

੒Γཱͭ.

͜ͷࣜมܗΛҎ߱༻͍Δ. ͜ΕʹΑΓ৭ʑͳղ͕ग़ͯ͘Δ͜ͱ͕Θ͔Δ.
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10.2.1 p = 3ͷ৔߹

͔͜͜Β༷ʑͳmʹରͯ͠ղͷ࡯ߟ ·ূ໌Λ͏ߦ.

໋୊ 3 ฏߦҠಈ−3, ৐਺3෇͖ͷΦΠϥʔ IIܕϝϧηϯψ௒׬શ਺͸ଘ͠ࡏͳ͍.

Proof

্ͷࣜมܗʹΑΓ 3coϕ(A) + 2e−1coϕ(L) = 2Ͱ͋Δ.

͜͜Ͱ coϕ(A) > 0ͱ͢Δͱ 2e−1coϕ(L) < 0ΑΓໃ६.

Αͬͯ 3coϕ(A) = 0, ͭ·ΓA = 1Ͱ͋Δ.

͜ͷͱ͖ 2e−1coϕ(L) = 2ͳͷͰ 2e−1 = 2, coϕ(L) = 1·ͨ͸ 2e−1 = 1, coϕ(L) = 2

Ͱ͋Δ.

ͭ·Γ e = 2, L ∈ prime·ͨ͸ e = 1, L = 4ͱͳΔ͕ L : oddͳͷͰ e = 2, L ∈
primeͰ͋Δ.

͕ͨͬͯ͠ a = 4p(p : odd prime), A = 1͕ղͱͳΔ.

͔͠͠ఆ͔ٛࣜΒ 3A = ϕ(a) + 3ͳͷͰ 3 = 2p− 2 + 3 = 2p− 1ΑΓ p = 2ͱͳΔ
͕͜Ε͸ p : oddʹໃ६.

Ҏ্ΑΓฏߦҠಈ −3, ৐਺ 3 ෇͖ͷΦΠϥʔ IIܕϝϧηϯψ௒׬શ਺͸ଘ͠ࡏ
ͳ͍.

q.e.d.

m = 5ͷ৔߹Λূ໌͢Δʹ͸࣍ͷิ୊͕ඞཁʹͳΔ.

ิ୊ 1 a− ϕ(a) = 3 ⇐⇒ a = 9

Proof

·ͣ a = 1͸ 1− 1 ̸= 3ΑΓղͰ͸ͳ͍.

ಉ༷ʹ a = 2΋ 2− 1 ̸= 3ΑΓղͰ͸ͳ͍.

Αͬͯ ϕ(a) : evenͳͷͰ a : oddͱͳΔ.

a > 1ΑΓa͸গͳ͘ͱ΋ 1ͭͷૉҼ਺Λͭ࣋ͷͰa = peL(p : odd prime, e > 0, L :

odd, p̸ |L)ͱॻ͚Δ.

͜ΕΛ a− ϕ(a) = 3ʹ୅ೖ͢Δͱ
peL− pe−1(p− 1)ϕ(L) = 3

pe−1(pL− (p− 1)ϕ(L)) = 3

͜͜Ͱ e = 1·ͨ͸ e = 2, p = 3Ͱ͋Δ.

(1) e = 1ͷ৔߹
ɹɹɹ͜ͷͱ͖ pL− (p− 1)ϕ(L) = 3Ͱ͋Δ.

ɹɹɹల։͢Δͱ pcoϕ(L) + ϕ(L) = 3Ͱ͋Δ.

ɹɹɹ p : odd primeΑΓ p ≥ 3ͳͷͰ 3coϕ(L) + ϕ(L) ≤ 3ͱͳΔ.

ɹɹɹ͜ΕΛຬͨ͢L͸ 1ͷΈͰ͋Δ͕L = 1ͱ͢Δͱ p− (p− 1) = 1 = 3ͱͳͬ
ͯໃ६.
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(2) e = 2, p = 3ͷ৔߹
ɹɹɹ͜ͷͱ͖ 3L− 2ϕ(L) = 1Ͱ͋Δ.

ɹɹɹಉ༷ʹ 3coϕ(L) + ϕ(L) = 1ͳͷͰ L = 1ͱͳΔ.

ɹɹɹ͕ͨͬͯ͠ a = 32 · 1 = 9͕ಘΒΕΔ.

·ͨ a = 9ͱ͢Δͱ 9− ϕ(9) = 9− 6 = 3ͱͳͬͯղͰ͋Δ.

Ҏ্ΑΓิ୊͸ਅͰ͋Δ.

q.e.d.

໋୊ 4 ฏߦҠಈ−5, ৐਺3෇͖ͷΦΠϥʔ IIܕϝϧηϯψ௒׬શ਺͸a = 2e, A =
2e−1 + 5

3
∈ prime

Ͱ͋Δ.

Proof

্ͷࣜมܗʹΑΓ 3coϕ(A) + 2e−1coϕ(L) = 3Ͱ͋Δ.

coϕ(A) > 2ͱ͢Δͱ 2e−1coϕ(L) < 0ΑΓໃ६.

Αͬͯ coϕ(A) = 0, 2e−1coϕ(L) = 3·ͨ͸ coϕ(A) = 1, 2e−1coϕ(L) = 0͕ղͱͳ
Δ.

coϕ(A) = 0ͷͱ͖A = 1Ͱ͋Δ.

·ͨ coϕ(L) = 3ͳͷͰิ୊ 1ΑΓ L = 9Ͱ͋Δ.

͜ͷͱ͖ e = 1ͳͷͰA = 1, a = 18͕ಘΒΕΔ͕͜Ε͸ఆٛࣜΛຬͨ͞ͳ͍.

ʹ࣍ coϕ(A) = 1, 2e−1coϕ(L) = 0ͷ৔߹Λ͑ߟΔ.

coϕ(A) = 1, coϕ(L) = 0ΑΓA = p ∈ prime, a = 2eͱॻ͚Δ.

ఆٛࣜΑΓ 3A = ϕ(a) + 5, 6ϕ(A) = a+ 4ͳͷͰ 3p = 2e−1 + 5, 6p− 6 = a+ 4, ͭ
·Γ

p =
2e−1 + 5

3
ͱͳΔ.

Ҏ্ΑΓ໋୊͸ਅͰ͋Δ.

q.e.d.

ݙจߟࢀ
[1] ൧ߴ ໜ ʰ਺ֶͷڀݚΛ͸͡ΊΑ͏ (I),(II),(III),(IV),(V),(VI)ʱ, ୅਺ֶࣾݱ

,2016,2017,2018,2020.

[2] ൧ߴ ໜ, ֿాޫ, ৐਺෇͖ΦΠϥʔ׬ܕશ਺೔ຊ਺ֶڭҭֶձߴઐɾେֶ෦ձ
࿦จࢽ, vol.26,1 (2020) 1–14.

[3] D.Suryanarayana, Super Perfect Numbers. Elem. Math. 24, 16-17, 1969.

[4] Antal Bege and Kinga Fogarasi,Generalized perfect numbers,Acta Univ. Sapi-

entiae, Mathematica, 1, 1 (2009) 73–82.

25



[5] Farideh Firoozbakht and Maximilian F.Hasler, Variations on Euclid’s formula

for perfect numbers, J. of integer sequences, vol.13 (2010) article 10.3.1

26



日本フィボナッチ協会 第１８回研究集会                （2020.8.21） 

フィボナッチ数とチェビシェフ多項式 

                東京海洋大学名誉教授 中 村  滋 

≪Richard Guy（1916－2020）の霊に捧ぐ≫ 

今回は，もっと知られて良い「チェビシェフ多項式」についての基本を説明します．19 世

紀のロシアで活躍した鬼才チェビシェフ（Pafnuty Lvovich Chebyshev；1821－1894）は

ペテルスブルグ学派の創始者です．三角関数に深く関連した「チェビシェフ多項式」は次の

ように定義されます． 
Ｔｎ(ｘ)＝cos(ｎθ)，（ただし ｘ＝cosθ）：第１種のチェビシェフ多項式， 
Ｕｎ(ｘ)＝sin((ｎ＋1)θ)／sinθ，（ｘ＝cosθ）：第２種のチェビシェフ多項式． 

以下ではフィボナッチ数に便利な，次の「変形チェビシェフ多項式」を使います． 

定義 変形チェビシェフ多項式を次のように定義する： 
ｔｎ(ｘ)＝2Ｔｎ(ｘ／2) )，ｕｎ(ｘ)＝Ｕｎ(ｘ／2) ，（ただし ｘ＝cosθ）． 

和 → 積公式 cos{(ｎ＋2)θ}＋cos(ｎθ)＝2･cos{(ｎ＋1)θ}cosθ などより， 

ｔｎ＋２(ｘ)＋ｔｎ(ｘ) )＝ｘｔｎ＋１(ｘ)，ｕｎ＋２(ｘ)＋ｕｎ(ｘ)＝ｘｕｎ＋１(ｘ)  
が成り立ち，漸化式に直すと次のようになります．： 

ｔｎ＋２(ｘ)＝ｘｔｎ＋１(ｘ)－ｔｎ(ｘ) ，ｔ０(ｘ)＝2，ｔ１(ｘ)＝ｘ ． 
ｕｎ＋２(ｘ)＝ｘｕｎ＋１(ｘ)－ｕｎ(ｘ) ，ｕ０(ｘ)＝1，ｕ１(ｘ)＝ｘ ． 

これにより ｔｎ(ｘ) と ｕｎ(ｘ) は最高次の係数が 1 のｎ次多項式になります．例えば 
ｔ２(ｘ)＝ｘ２－2，ｔ３(ｘ)＝ｘ３－3ｘ，ｕ２(ｘ)＝ｘ２－1，ｕ３(ｘ)＝ｘ３－2ｘ などです．

ところで ｘ＝cosθ という定義から，|ｘ|≦1 に限定されているように見えますが，定義

域は複素数全体，C とします．考えにくかったらオイラーの公式を思い出して下さい． 

(オイラーの公式）ｅｉθ＝cosθ＋ｉsinθ (i＝√－ 1
――――

)． cosθ＝Reｅｉθ,sinθ＝Imｅｉθ． 

これは「指数関数」と「三角関数」の結びつきを明確にした素晴らしい公式です．これより， 

cosθ＝(ｅｉθ＋ｅ－ｉθ)／2，sinθ＝(ｅｉθ－ｅ－ｉθ)／2i  
となります．ここで θ を複素数にとれば，cosθ と sinθ も複素数全体を動きます．例

えば，cos i＝(ｅ－１＋ｅ１)／2＝(ｅ２＋1)／2ｅ＞1.543 です．また cos(π／2＋5 i)＝ 
－(ｅ１０－1) i／2ｅ５ なので，ｔｎ(－(ｅ１０－1) i／2ｅ５)＝2･cos(ｎπ／2＋5ｎi)＝ 
{1＋(－1)ｎ･ｅ１０ｎ} iｎ／ｅ５ｎｅ１０ と求まります．さらに ｕｎ(－(ｅ１０－1) i／2ｅ５)＝ 
(－i) ｎ{ｅ１０ｎ＋１０＋(－1) ｎ} などのように計算できます．計算は大変でも，何とか値が求

められることが分かりました． 

さて，差 → 積公式 cos{(ｎ＋2)θ}－cos(ｎθ)＝－2･sin{(ｎ＋1)θ}sinθ と， 
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sin{(ｎ＋3)θ}－sin((ｎ＋1)θ)＝2･cos{(ｎ＋2)θ}sinθ を使うと， 

ｔｎ＋２(ｘ)－ｔｎ(ｘ) )＝(ｘ２－4)ｕｎ(ｘ)，ｕｎ＋２(ｘ)－ｕｎ(ｘ)＝ｔｎ＋２(ｘ)．  
が成り立ちます．またオイラーの公式から，次の定理が得られます： 

ｔｎ(ｘ)＝[√{ｘ＋√(ｘ
――

２－ 4
―――――)}

）

／2]ｎ＋[√{ｘ－√(ｘ
――

２－ 4
―――――)}

）

／2]ｎ， 

ｕｎ(ｘ)＝(1／√ｘ
――

２－ 4
―――――)[ {√(ｘ＋√(ｘ

――
２－ 4

―――――

))／2}
）
ｎ＋１－{√(ｘ－√(ｘ

――
２－ 4

―――――))／2}
）
ｎ＋１]， 

これで準備が整いました．この式で ｘ＝i（虚数単位）とおくと， 

ｔｎ(i)＝[√{ i＋√－ 5
―――――)}

）

／2]ｎ＋[√{ i－√－ 5
―――――)}

）

／2]ｎ＝iｎ(αｎ＋βｎ)＝iｎＬｎ， 

となって，リュカ数が現れます．同様にして，ｕｎ(i)＝iｎＦｎ＋１ が分かります． 
次に ｘ＝√ 5

―― とおくと，ｔｎ(√ 5
――

)＝αｎ＋(－β)ｎ， ｕｎ(√ 5
――

)＝αｎ－(－β)ｎ です．

この右辺は，ｎ の偶数，奇数によって，Ｌｎ と √ 5
――

Ｆｎ が出てきます．正確に書くと， 
ｕ２ｎ－１(√ 5

――

)＝Ｆ
～

２ｎ，ｔ２ｎ－１(√ 5
――

)＝Ｆ
～

２ｎ－１；ｕ２ｎ(√ 5
――

)＝Ｌ２ｎ＋１，ｔ２ｎ(√ 5
――

)＝Ｌ２ｎ， 
です．ただし，Ｆ

～

ｎ＝√ 5
――

Ｆｎ と書きました．  
このように，ｘ に色々な値を入れると，様々なフィボナッチ数，リュカ数が得られるの

です．この作業は結構楽しいので，多くの人にもっと楽しんで貰えたら良いと思っています． 
ｘ に代入する値を Ｆ

～

２ｎ－１＝√ 5
――

Ｆ２ｎ－１， iＦ～ ２ｎ＝√ 5
――

･iＦ２ｎ，Ｌ２ｎ， iＬ２ｎ－１ とす

ると，必ずフィボナッチ数，またはリュカ数が出てきます．もう少し先まで計算すると，次

のようになります： 

ｕ２ｎ－１(√ 5
――

･i)＝(－1)ｎ－１
Ｆ
～

４ｎ／3，ｔ２ｎ－１(√ 5
――

･i)＝(－1)ｎ－１i･Ｆ～ ４ｎ－２； 
ｕ２ｎ(√ 5

――

･i)＝(－1)ｎＬ４ｎ＋２／3， ｔ２ｎ(√ 5
――

･i)＝(－1)ｎＬ４ｎ．  
ｕｎ－１(3)＝Ｆ２ｎ，        ｔｎ(3)＝Ｌ２ｎ．  
ｕｎ－１(4i)＝iｎ－１

Ｆ３ｎ／2，     ｔｎ(4i)＝iｎＬ３ｎ．  
ｕｎ－１(7)＝Ｆ４ｎ／3，       ｔｎ(7)＝Ｌ４ｎ． 
ｕｎ－１(11i)＝iｎ－１

Ｆ
～

５ｎ／5，     ｔｎ(11i)＝iｎＬ５ｎ． 
ｕ２ｎ(3√ 5

――

･i)＝(－1)ｎＬ８ｎ＋４／7， ｔ２ｎ(3√ 5
――

･i)＝(－1)ｎＬ８ｎ．  
ｕ２ｎ－１(3√ 5

――

･i)＝i２ｎ－１
Ｆ
～

８ｎ／7， ｔ２ｎ－１(3√ 5
――

･i)＝i２ｎ－１
Ｆ
～

８ｎ－４．  

ｘ＝Ｆ
――

２ｎ と ｘ＝i Ｆ――

２ｎ－１ のときだけ場合分けが必要になり，少し面倒です． 
 ところで三角関数で定義されたチェビシェフ多項式ですが，はじめに見た通り 計算は 
とても厄介で，三角関数との関係が明確ではありません．それを はっきりさせる「積の公

式」があるので紹介します．証明はしませんが，次の定理です： 

ｔｎ(ｘ)＝εｎ(ｘ)･Π１≦ｋ≦[ｎ／２] [ｘ２－2･cos{(2ｋ－1)π／n}－2]， 
ｕｎ－１(ｘ)＝εｎ－１(ｘ)･Π１≦ｋ≦[(ｎ－1)／２] [ｘ２－2･cos(2ｋπ／n)－2]． 

（ただし，εｎ(ｘ)＝ｘ（ｎ が奇数）， １（ｎ が偶数）， 
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 [ｍ] はガウス記号で， ｍ を超えない最大の整数です．） 

この定理から，フィボナッチ数とリュカ数の「積表現公式」が得られます． 

Ｆｎ＝Π１≦ｋ≦[(ｎ－1)／２] [3＋2･cos(2ｋπ／n)]． 
Ｌｎ＝Π１≦ｋ≦[ｎ／２] [3＋2･cos{(2ｋ－1)π／n}]， 

私はとても美しい公式だと思います．ところで，20 世紀の終わり近くになって，三角関

数の新しい関係式がいくつも見つかりました．オベイドやルングたちが棒のたわみとねじ

れを研究しているときに発見したものです．例えば次のような公式です． 

2ｎ･cosｎ＋１θ＝cos(ｎ＋1)θ＋Σ１≦ｋ≦ｎ 2ｎ―ｋ･cosｎ―ｋθ･cos(ｋ－1)θ， 

2ｎ･cosｎ＋１θ･sinθ＝sin(ｎ＋1)θ＋Σ2≦ｋ≦ｎ 2ｎ―ｋ･cosｎ―ｋθ･sin(ｋ－1)θ， 

変形チェビシェフ多項式の定義式と見比べて，次の等式は明らかです． 

ｘｎ＋１＝ｔｎ＋１(ｘ) ＋Σ１≦ｋ≦ｎ ｘｎ―ｋ･ｔｋ－１(ｘ)，（ｎ≧1）， 

ｘｎ＝ｕｎ(ｘ) ＋Σ２≦ｋ≦ｎ ｘｎ―ｋ･ｕｋ－２(ｘ)，（ｎ≧2）． 

先ほど求めた式から，次々にフィボナッチ数とリュカ数の公式が出てきます．例えば， 
ｘ＝3 とおけば（下式では Ｆ０＝0 なので番号を一つずらして）次の公式になります： 

3ｎ＋１＝Ｌ２ｎ＋２＋Σ１≦ｋ≦ｎ 3ｎ―ｋ･Ｌ２ｋ－２，  

3ｎ＝Ｆ２ｎ＋２＋Σ２≦ｋ≦ｎ 3ｎ―ｋ･Ｆ２ｋ－２． 

また，ｘ＝4ｉ，および 7 とおけば，少し整理して次の式が出てきます． 

4ｎ＋１＝Ｌ３ｎ＋３－Σ１≦ｋ≦ｎ 4ｎ―ｋ･Ｌ３ｋ－３，  

2･4ｎ＝Ｆ３ｎ＋３＋Σ２≦ｋ≦ｎ 4ｎ―ｋ･Ｆ３ｋ－３． 

7ｎ＋１＝Ｌ４ｎ＋４＋Σ１≦ｋ≦ｎ 7ｎ―ｋ･Ｌ４ｋ－４，  

3･7ｎ＝Ｆ４ｎ＋４＋Σ２≦ｋ≦ｎ 7ｎ―ｋ･Ｆ４ｋ－４． 

こんな調子で，新しい公式が次々に得られるのです．フィボナッチ数を研究していて，

一番楽しい時間が突然やってくるのです．以上に書いたことを参考にして，皆さん自身の

公式を是非見つけ出して下さい． 

この小論攷は，拙著『フィボナッチ数の小宇宙』第 17 章にある「チェビシェフ多項

式」の定義が，Ｔｎ(ｘ)＝cos(ｎθ)，（ただし ｘ＝cosθ）となっているのに，定義域を複

素数全体 C で考えるところが分かり難い，という指摘に答えたい，という思いで書きま

した．まだ完全ではないかも知れませんが，理解を深める一助になれば幸いです．（完） 



複素貴金属比と四元数

中川 幸一 埼玉大学

第 回日本フィボナッチ協会研究集会
年 月 日

概要

数の隣接 項の比は
1 +

p
5

2
という黄金比に収束することがよく知られている．また，

数の隣接 項の比は 1 +
p
2 という白銀比に収束することも知られている．これらは共に貴金属比と呼ば

れる数字の仲間でもある．また らは，四元数の基底上に発

生した実多項式と数に関連する数列の族についての研究において，準 数を定義し四元数の関係

式をいくつも発見した．本研究は貴金属比を拡張した複素貴金属比と四元数との関係を明らかにしたもので

ある．

貴金属比

自然数 n に対して，第 n 貴金属比 Mn は連分数を用いて

Mn = n+
1

n+
1

n+
1

n+
1

n+

= [n;n, n, n, n, . . . ] =
n+

p
n

2 + 4

2

と表される．これより

Mn � 1

Mn
= n

という特徴を有する．また，実数列 {Mn,k} を

Mn,0 = 0, Mn,1 = 1, Mn,k+2 = nMn,k+1 +Mn,k

という漸化式により定義すると，この数列の隣接 項の比の極限は

lim
k!1

Mn,k+1

Mn,k
= Mn

mailto:k-nakagawa@h6.dion.ne.jp


となる．これより {M1,k} は 数，{M2,k} は 数となっていることが分かる．またいくつかの

貴金属比については以下のようになっている．

n 第n貴金属比 近似値 備考

1
1 +

p
5

2
1.61803 黄金比

2 1 +
p
2 2.41421 白銀比

3
3 +

p
13

2
3.30278 青銅比

4 2 +
p
5 4.23607

5
5 +

p
29

2
5.19258

6 3 +
p
10 6.16228

7
7 +

p
53

2
7.14005

8 4 +
p
17 8.12311

9
9 +

p
85

2
9.10977

10 5 +
p
26 10.0990

四元数と準 数

四元数 H とは複素数を拡張した数体系であり，以下のように定義されたものである．

H =
�
a+ bi+ cj + dk | a, b, c, d 2 R, i2 = j

2 = k

2 = ijk = �1
 

また，実数列 An(a, b, c, d) Bn(a, b, c, d) Cn(a, b, c, d) Dn(a, b, c, d) を

(a+ bi+ cj + dk)n = An(a, b, c, d) +Bn(a, b, c, d)i+ Cn(a, b, c, d)j +Dn(a, b, c, d)k

と定義することにする．

と により k 2 N/5N ⌘ 2 C \ {1} ⌘

5 = 1 としたとき

(1 + ⌘

k + ⌘

4k)n = Fn+1 + Fn(⌘
k + ⌘

4k), (1 + ⌘

2k + ⌘

3k)n = Fn+1 + Fn(⌘
2k + ⌘

3k)

という関係式が発見された．さらに らはこれらを拡張し，四元

数との関係を発見した．具体的には

An(1, 1, 2, 0) = An(1, 2, 1, 0) = An(1, 2, 0, 1) = A138229(n)

Bn(1, 1, 2, 0) = A088139(n)

An(1, 1, 0, 1) = An(1, 0, 1,�1) = An(1, 1, 0,�1) = A087455(n)

Bn(1, 1, 0, 1) = A088137(n)

などである．



複素貴金属比と四元数

ここで 数列について復習しておく．

xn+2 = axn+1 + bxn

という漸化式を考える．この特性方程式は
x

2 = ax+ b

と表され， つの解を ↵ � とする．また，この特性方程式の判別式を D = a

2 + 4b とする．このとき特性方

程式の解は判別式 D を用いて
a±

p
D

2
と表すことが出来る．

初期条件が (x0, x1) = (0, 1) となる数列を Un(a, b) と表し，(x0, x1) = (2, p) となる数列を Vn(a, b) と表

すことにする．このとき

Un(a, b) =
↵

n

↵� �

+
�

n

� � ↵

=
↵

n � �

n

↵� �

, Vn(a, b) = ↵

n + �

n

となる．特別な例として Un(1, 1) は 数，Vn(1, 1) は 数であり D = 5 となる．Un(2, 1) は

数，Vn(2, 1) は伴 数であり，D = 8 となる．

今から貴金属比 Mn を拡張して複素貴金属比 M

⇤
n を導入する．第 n 貴金属比

n+
p
n

2 + 4

2
に対して，

n+
p

�(n2 + 4)

2
を第 n 複素貴金属比と呼ぶことにする．すなわち，複素黄金比は

1 +
p
�5

2
であり，複素

白銀比は 1 +
p
�2 であり，複素青銅比は

3 +
p
�13

2
となる．

複素黄金比

特性方程式の解が複素黄金比及びその共役になるような漸化式を考える．

8
<

:
M

⇤
1 +M

⇤
1 = 1

�M

⇤
1M

⇤
1 = �3

2

より M

⇤
1,k+2 = M

⇤
1,k+1 �

3

2
M

⇤
1,k

このとき

Un

✓
1,�3

2

◆
=

1

2n�1
A088139(n) より

Un

✓
1,�3

2

◆
=

1

2n�1
Bn(1, 1, 2, 0)

Vn

✓
1,�3

2

◆
=

1

2n�1
A138229(n) より

Vn

✓
1,�3

2

◆
=

1

2n�1
An(1, 1, 2, 0) =

1

2n�1
An(1, 2, 1, 0) =

1

2n�1
An(1, 2, 0, 1)

複素白銀比

特性方程式の解が複素白銀比及びその共役になるような漸化式を考える．



(
M

⇤
2 +M

⇤
2 = 2

�M

⇤
2M

⇤
2 = �3

より M

⇤
2,k+2 = 2M⇤

2,k+1 � 3M⇤
2,k

このとき

Un (2,�3) = A088137(n) より

Un (2,�3) = Bn(1, 1, 0, 1)

Vn (2,�3) = 2A087455(n) より

Vn (2,�3) = 2An(1, 1, 0, 1) = 2An(1, 0, 1,�1) = 2An(1, 1, 0,�1)

複素青銅比

特性方程式の解が複素青銅比及びその共役になるような漸化式を考える．

8
<

:
M

⇤
2 +M

⇤
2 = 3

�M

⇤
2M

⇤
2 = �11

2

より M

⇤
3,k+2 = 3M⇤

3,k+1 �
11

2
M

⇤
3,k

このとき

Un

✓
3,�11

2

◆
は では見つからなかった．しかし，次のことは分かった．

Un

✓
3,�11

2

◆
=

1

2
Bn(3, 2, 0, 3) =

1

2
Bn(3, 2, 3, 0) =

1

3
Bn(3, 3, 0, 2) =

1

3
Bn(3, 3, 2, 0)

Vn

✓
3,�11

2

◆
は では見つからなかった．しかし，次のことは分かった．

Vn

✓
3,�11

2

◆
= An(3, 0, 2, 3) = An(3, 0, 3, 2) = An(3, 2, 0, 3) = An(3, 2, 3, 0) = An(3, 3, 0, 2) =

An(3, 3, 2, 0)

複素貴金属比から作られた漸化式の隣接 項の比は収束しない．しかし，これらの漸化式と複素貴金属

比には何か関係性はあるか？

高階の 数列に関しても同様な議論ができるか？

参考文献
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三角函数のベキ乗の有理値
渋川元樹 ∗ (神戸大理)

講演動画 : https://www.youtube.com/watch?v=uICuC3RblNg

概 要
Olmsted (1945), Carlitz-Thomas (1963) による三角函数の有理値に関する定理を, 三角函数のベキ乗へ拡張する.

1 Introduction

Qを有理数体, Q>0を正の有理数全体, 正整数mについて ζm := e
2π

√
−1

m とする. 三角函数の有理値
に関しては次の定理が知られている.

Theorem 1 (Olmsted [4], Carlitz-Thomas [2]). (1) θ ∈ Qかつ cos (πθ) ∈ Qならば cos (πθ)の値は
0, ±1

2
, ±1

のいずれのみか. sin (πθ) ∈ Qについても同様.

(2) θ ∈ Qかつ tan (πθ) ∈ Qならば tan (πθ)の値は
0, ±1

のいずれのみか.

これの系として, 次が直ちに得られる.

Corollary 2. (1) θ ∈ Qかつ cos (πθ)2 ∈ Qならば cos (πθ)の値は
0, ±1

2
, ± 1√

2
, ±

√
3

2
, ±1

のいずれのみか. sin (πθ)についても同様.

(2) θ ∈ Qかつ tan (πθ)2 ∈ Qならば tan (πθ)の値は
0, ± 1√

3
, 1, ±

√
3

のいずれのみか.

∗g-shibukawa@math.kobe-u.ac.jp
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実際,

cos (πθ)2 =
1 + cos (2πθ)

2
, tan (πθ)2 =

1

cos (πθ)2
− 1

に Theorem1を用いればよい.

本稿では以下の結果を示す.

Theorem 3. (1) N ≥ 3, α ∈ Q>0, α
1
N , . . . ,α

N−1
N ̸∈ Qとする. 任意の正の整数mについて

N
√
α ̸∈ Q(ζm).

よって特に
cos (πθ), cos (πθ)2, . . . , cos (πθ)N−1 ̸∈ Q

かつ cos (πθ)N ∈ Qとなるような θ ∈ Qは存在しない. 同様に tan (πθ), tan (πθ)2, . . . , tan (πθ)N−1 ̸∈
Qかつ tan (πθ)N ∈ Qなる θ ∈ Qも存在しない.

Theorem 4. ある自然数 nと θ ∈ Qが存在して cos (πθ)n ∈ Q (resp. tan (πθ)n) ならば cos (πθ)あ
るいは sin (πθ)の値は

sin (πθ), cos (πθ) =

⎧
⎨

⎩
0, ±1

2 , ±1 (n : odd)

0, ± 1√
2
, ±1

2 , ±
√
3
2 , ±1 (n : even)

. (1)

resp.

tan (πθ) =

⎧
⎨

⎩
0, ±1 (n : odd)

0, ± 1√
3
, ±1, ±

√
3 (n : even)

. (2)

のいずれかのみ.

これは三角函数の等分値に立方根以上のベキ根が単一では現れないことを言っており, いわゆる倍
積問題や角の三等分等の作図不可能問題に近い印象を受ける. しかしその証明に関しては, 基本的に
拡大次数 (Galois理論抜きの体論のみ)で片付く作図不可能問題とは異なり, Galois理論 (体論だけで
はなく, 群論サイド)を本質的に用いる必要があるようなので (Galois理論抜きで証明できるかは少な
くとも私にはわからない), 問題の性質としては別物であると考えられる. 尤も Galois理論を用いる
ならば, 円分拡大やKummer拡大のGalois群に関するよく知られている事実から直ちに従う殆ど当
たり前の結果であり, 目新しいことは何もないのだが, 作図不可能問題には触れるにもかかわらず, こ
の事実に言及している教科書や論文は見当たらなかったので, 今回発表してみた次第である.

2 Preliminaries

Theorem3と Theorem4の証明には円分拡大とKummer拡大についてのいくつかの事実が必要と
なるのでそれについて述べる. まず円分拡大については以下の事実を用いる (適当な代数の教科書た
とえば [3]等を参照).
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Lemma 5 (円分体のGalois群). [Q(ζn) : Q] = ϕ(n) := |{1 ≤ a ≤ n | gcd(a, n) = 1}|かつ
(Z/nZ)× ≃ Gal(Q(ζn)/Q) ! Q(ζn) → Q(ζn)

∈ ∈ ∈ ∈

c )→ τc ! ζn )→ τc(ζn) := ζcn

.

よって特にGal(Q(ζn)/Q)は abelianであり, その subは全て normalで, 中間体は全てQ上 abelianで
ある.

以下, αは
α

1
n , . . . ,α

n−1
n ̸∈ Q (3)

を満たす正の有理数とし, Kummer拡大K := Q( n
√
α, ζn)について考察する.

Proposition 6. (1) xn − αはQ上既約で [Q( n
√
α) : Q] = n.

(2) n ≥ 2ならば n
√
α ̸∈ Q(ζn).

Proof. (1) 二項式 xn − αの以下のような分解を考える:

xn − α =
n∏

i=1

(x− n
√
αζin) = fI(x)fJ(x). (4)

ただし I, J は
[n] = I * J, I ̸= ∅, J ̸= ∅, I ∩ J = ∅ (5)

となる n元集合 [n] := {1, 2, . . . , n}の部分集合であり,

fI(x) :=
∏

i∈I
(x− n

√
αζin) = x|I| + · · ·+ (−1)|I|α

|I|
n

∏

i∈I
ζin,

fJ(x) :=
∏

j∈J
(x− n

√
αζjn) = x|J | + · · ·+ (−1)mα

|J|
n

∏

j∈J
ζjn.

である. ここで xn − αがQ上可約とすると, (5)かつ fI(x), fJ(x) ∈ Q[x]となる I, J ⊂ [n]が存在す
るが, 仮定 α

1
n , . . . ,α

n−1
n ∈ Rより, 特に ∏

j∈J
ζjn ∈ R

ゆえ ∏

j∈J
ζjn =

∏

j∈J
ζ−j
n .

よって ⎛

⎝
∏

j∈J
ζjn

⎞

⎠
2

= 1

となるので ∏

j∈J
ζjn = ±1.
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仮定より α
m
n ̸∈ Qゆえ∏j∈J(x− n

√
αζjn)の定数項は

(−1)mα
m
n

∏

j∈J
ζjn = ±(−1)mα

m
n ̸∈ Q

となり矛盾.

(2) n
√
α ∈ Q(ζn)とすると

n = [Q( n
√
α) : Q] ≤ [Q(ζn) : Q] = ϕ(n) = n

∏

p|n

(
1− 1

p

)

となり矛盾.

Remark 7. 二項型多項式 xn − αの Q上の既約性は普通は Eisensteinの既約判定法を用いて示す
ことが多いが, αに色々と制約 (整数かつ平方数ではない等)が必要になってくるために実はあまりう
まい論法ではない. しかし正の有理数 αに条件 (3)を課せば, 上述のように非常に簡単に Q上の既
約性が示せる. 更にこれに [Q(ζn) : Q] = ϕ(n), つまり円分多項式の Q上の既約性と併せることで,
n
√
α ̸∈ Q(ζn)を得る. 主結果である Theorem3はより強く, n ≥ 3のときは, n

√
αが Q(ζn)だけでなく, 任意のQ(ζm)に含まれないことを主張している.

Lemma 8. (1) n = p :奇素数のとき, xp − αはQ(ζp)上既約で [K : Q(ζp)] = pである. このときK

のQ上の拡大次数は [K : Q] = pϕ(p) = p(p− 1)であり, そのGalois群Gal(K/Q)は
Z/pZ" (Z/pZ)× ≃ Gal(K/Q) ! K → K

∈ ∈ ∈ ∈

(1, 1) )→ σ ! p
√
α )→ σ( p

√
α) := ζp p

√
α

ζp )→ σ(ζp) := ζp
(0, c) )→ τc ! p

√
α )→ τc( p

√
α) := p

√
α

ζp )→ τc(ζp) := ζcp

. (6)

特に τcσ = σcτcゆえ, Gal(K/Q)は non-abelianである.

(2) n ≥ 3のとき, Gal(K/Q)は non-abelianである.

Proof. (1) Proposition 6 (1)の証明と同様に分解 (4)

xp − α = fI(x)fJ(x)

を考える. ここで gcd(|I|, p) = 1 かつ gcd(|J |, p) = 1 ゆえ Q(α
|I|
p ), Q(α

|J|
p )は共に p

√
αを含むので,

α
|I|
p ,α

|J|
p ̸∈ Q(ζp)がいえる. よって xp − αはQ(ζp)上既約であり

[K : Q] = [K : Q(ζp)][Q(ζp) : Q] = pϕ(p) = p(p− 1).

これで |Gal(K/Q)| = [K : Q] = p(p− 1)がわかるのでGalois群も (6)のように決定でき, 特に non-

abelianであることがわかる.

(2) まず nがある奇素数 pで割り切れるとき, Q上のGalois拡大K は Q上の non-abelianなGalois

拡大Q( p
√
α, ζp)を含むので, Galois群Gal(K/Q)は non-abelianである. n = 2m, m ≥ 2のときはや

はり non-abelianな subQ( 4
√
α, ζ4)を含むので, やはりGal(K/Q)は non-abelianである.
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Remark 9. 一般の nについて, xn − αは Q(ζn)上既約とは限らない. たとえば n = 8, α = 2のと
きは

x8 − 2 = (x4 −
√
2)(x4 +

√
2) = (x4 − ζ8 − ζ−1

8 )(x4 + ζ8 + ζ−1
8 )

となり, これは Q(ζ8)上で可約になってしまう. しかし上述したように Galois群 Gal(Q( 8
√
2, ζ8)/Q)

は non-abelianである.

3 Proof of Theorem3

Theorem3におけるN ≥ 3と α ∈ Q>0に対し
N
√
α ∈ Q(ζm)

なるmが存在したとする. よって
Q( N

√
α) ⊂ Q(ζm).

Q( N
√
α)はQ上Galoisではないが, K はQ上Galoisで,

K ⊂ Q(ζm, ζN ) ⊂ Q(ζmN ).

K はQ(ζmN )/Qの中間体で
Gal(K/Q) ▹Gal(Q(ζmN )/Q) ≃ (Z/mNZ)×.

しかしGal(K/Q)は non-abelianなのでこれは矛盾. よって任意の正の整数mについて
N
√
α ̸∈ Q(ζm) (7)

である.

次いで上述のN ≥ 3と α ∈ Q>0に対し
cos (πθ) = N

√
α

となる θ ∈ Qが存在したとする. θ ∈ Qゆえ, あるmが存在して
N
√
α = cos (πθ) ∈ Q(ζm).

これは先に証明した (7)に反する. tan (πθ)についても同様である.

Remark 10. Theorem3より, 有理数の 3乗根以上は円分体には存在しないことがわかったが, 平方
根に関してはGauss和 [1]

m−1∑

k=0

ζk
2

m =
1 +

√
−1

2
(1 + (−

√
−1)m)

√
m =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(1 +
√
−1)

√
m (m ≡ 0mod 4)

√
m (m ≡ 1mod 4)

0 (m ≡ 2mod 4)
√
−1

√
m (m ≡ 3mod 4)

,

ζ4 =
√
−1, ζ8 + ζ−1

8 =
√
2

から, 任意の有理数の平方根を含む円分体が常に存在することがわかる.
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4 Proof of Theorem4

(2) の証明は (1) と同様なので (1) のみ示す. n = 1 と n = 2 の場合はそれぞれ Theorem1 と
Corollary 2である. n ≥ 3については以下の 3つの場合が考えられる:

1) cos (πθ) ∈ Qかつ cos (πθ)2 ∈ Q,

2) cos (πθ) ̸∈ Qかつ cos (πθ)2 ∈ Q,

3) cos (πθ) ̸∈ Qかつ cos (πθ)2 ̸∈ Q.

1)については Theorem1と Corollary 2より cos (πθ) (or sin (πθ))の取りうる値は
0, ±1

2
, ±1.

同様に 2)については cos (πθ)の取りうる値は
± 1√

2
, ±

√
3

2
.

最後に 3)だがこれは先に証明した Theorem3より起こりえない. よって結論 (1)

sin (πθ), cos (πθ) =

⎧
⎨

⎩
0, ±1

2 , ±1 (n : odd)

0, ± 1√
2
, ±1

2 , ±
√
3
2 , ±1 (n : even)

を得る.
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