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フィボナッチ数に関心のある皆様  

 

2021 年 8 ⽉に⾏われる予定のフィボナッチ研究集会も，新型コロナの終息が⾒えない

中，昨年に続き中⽌にしました。  

 

１．研究集会での発表原稿を基にした冊⼦の代わりに投稿原稿を全員に配信してコメン

トを集め参考にして最終稿にする。⼀部紙媒体として保存。 

２．休憩時間や懇親会での交流時間の代わりにニュースレターを通して近況報告を配信

する。 

 

頂いた原稿は⼀部修正がありましたが，昨年同様全員に配信し⼀部は紙媒体として保存。

原稿の締め切りは 8 ⽉ 21 ⽇，配信は 9 ⽉ 21 でしたが，少しずれ 10 ⽉になりました。

報告集は対⾯を前提としたもので，コロナ禍では⼤きく変わりましたが，冊⼦のタイトルは

継続性を考え『第 19 回⽇本フィボナッチ研究集会報告』としました。 今まで⼤変な時期

もありましたが皆様のサポートで乗り越えてきました。来年の状況は全く分かりませんが，

収束の兆しが⾒えれば 1 ⽉から 3 ⽉に⽇程調整，4 ⽉に会場と懇親会会場の申し込みを予

定しています。  

 

⽇本フィボナッチ協会代表 ⼤関清太 



目 次  

第 19 回日本フィボナッチ研究集会原稿の目次  

1. 多角形線型連結有向グラフとフィボナッチ多項式 

柏原 藍 （東京高専物質工学科）・市川 裕子（東京高専一般教育科）・南出 大樹

（東京高専一般教育科/東工大） 

2. 乗数 h 付きオイラー双子型メルセンヌ超完全数 

梶田 光 

3. 双子型ウルトラ超完全数 

飯高 茂 (学習院大学名誉教授) 

4. Markov トリプルの同値条件と Diophantine equation a2 + b2 + c2 = abcf (a, b, c) 
渋川 元樹 (神戸大理) 

5. 三角函数の等分値で書けない実数 

渋川 元樹 (神戸大理) 

6. 三角関数が有理数の角度に対して有理数の値をとるのはいつか？ 

中村 滋 (東京海洋大学名誉教授) 

7. 初期値一般の定数係数線型常差分方程式の一般解 

渋川 元樹 (神戸大理) 

8. ε, μ−半群三叉とその性質について 

打越 柊哉 (海城高校二年) 

9. 黄金の月 

五輪 教一・山﨑 憲久 

 



ଟ֯ܗઢܕ࿈݁༗άϥϑͱϑΟϘφονଟ߲ࣜ

ദݪ ཟ ∗ ࢢ ༟ࢠ † ೆग़ େथ ‡

֓ཁ

2019 ɼӽߴͱҪखϙϦΞηϯͷ๕߳ੑΛධՁ͢ΔͨΊʹɼԽֶతͳͰ͋Δ

NICS(1)ͱֶతͳͰ͋Δάϥϑͷݻ༗ͱͷ૬ؔΛௐɼͦ ͷؔࣜΛਪఆͨ͠ [Kos]ɽ

ӽߴɼͦͷূʹ͓͍ͯɼ6 ܗ֯ r ઢܕ࿈݁༗άϥϑͷਖ਼࣮ݻ༗ ⌊ r+1
2 ⌋ Ͱ͋Δݸ

ͱ༧͕ͨ͠ɼͦͷূ໌͞ͳ͔ͬͨɽຊߘͰɼۮ֯ܗ r ઢܕ࿈݁༗άϥϑͷݻ༗

ଟ߲ࣜͱϑΟϘφονଟ߲ࣜͱͷؔΛݟग़ͨ͜͠ͱͰɼӽߴ༧Λ֦ுͨ͠ܗͰղ্ܾͨ͠

ʹɼͦͷݻ༗ͷҰൠ͕ܗಘΒΕͨ͜ͱΛใ͢ࠂΔɽ

1 ং

ۙɼԽֶͷڀݚʹάϥϑཧΛԠ༻͢Δ͘ɼάϥϑͷಛੑྔͱԽֶతੑ࣭ͱͷؔߟ͕

Ε͍ͯΔ͞ [Hos1][Hos2]ɽͦͷҰྫͱͯ͠ɼ࣓தʹஔ͔Εͨঢ়Խ߹ͷͷத৺Ͱͷःณ

ޮՌͷେ͖͞Λࣔ͢ NICS(nucleus-independent chemical shift)͕͛ڍΒΕΔ [NICS]ɽ۩ମతʹ

ɼӽߴͱҪख͕ɼϙϦΞηϯͷ֤ʹ͓͚Δ NICS(1)ͱɼରԠ͢Δάϥϑͷݻ༗ͷઈରͷ 2

Λ͚ؔͨ (ਤ 1)ɽಛʹɼͷ NICS(1)ͱ࠷খਖ਼࣮ݻ༗ͷ 2ɼͷͦحۮΕͧΕ

Ͱɼy = 7.1384x+ 1.4655 (R2 = 0.9994)ɼy = 10.843x+ 1.6219 (R2 = 0.9997)ͱඇৗʹྑ͍ઢ

ಘΒΕ͍ͯΔ͕ੑܕ [Kos]ɽ

ਤ 1 ϖϯληϯͷ NICS(1)ͱରԠ͢Δάϥϑͷݻ༗ͷઈରͷ 2

ӽߴɼ6֯ܗΛઢঢ়ʹ࿈݁ͤͨ͞༗άϥϑͷݻ༗ΛٻΊΔաఔʹ͓͍ͯɼ͕ r Ͱ͋

Δ࣌ɼͦͷݻ༗ͷ͏ͪਖ਼࣮Ͱ͋Δͷ ⌊ r+1
2 ⌋ ͍͓ʹڀݚͰ͋Δͱ༧ͨ͠ɽզʑɼຊݸ

ͯɼӽߴͷ༧Λ 2n֯ܗ r ʹ֦ு͠ɼ࣍ͷ݁ՌΛಘͨɽ

∗ ౦ߴژઐֶ࣭Պɹ s18039@tokyo.kosen-ac.jp
† ౦ߴژઐҰൠڭҭՊ/KOSEN-KMUTTɹ yuko@tokyo-ct.ac.jp
‡ ౦ߴژઐҰൠڭҭՊ/౦େɹ minamide@tokyo-ct.ac.jp
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ओ݁Ռ. 2n֯ܗ rઢܕ࿈݁༗άϥϑʢఆٛ 2.1ʣͷݻ༗ଟ߲ࣜϑΟϘφονଟ߲ࣜ Fr(x)ͱ

Δɽ·ٻҰൠ߲͕ʹނɼͪ࣋Λࣜͷؔ࣍

P2n,r = (−i)r+1λ(n−2)(r−1)Fr+2(iλ
n)

=

⌊ r+1
2 ⌋∑

k=0

(−1)2rn+k

(
r + 1− k

k

)
λ(2n−2)r+2−2nk

.ܥ 2n ܗ֯ r ઢܕ࿈݁༗άϥϑͷݻ༗ɼॏෳ 2(nr − r + 1 − n)⌊ r+1
2 ⌋ ͷ 0 ͱɼ

1 ≤ k ≤ ⌊ r+1
2 ⌋ʹରԠ͢Δਖ਼࣮ 4 cos2

(
k

r+2π
)
ͷෳૉ 2nࠜ 2n⌊ r+1

2 Ͱ͋Δɽݸ⌊

·ͨɼຊڀݚͰಘΒΕͨݻ༗ͷҰൠܗΛӽߴͱҪखʹΑΔؔࣜʹೖ͢Δ͜ͱͰɼϙϦΞη

ϯͷʹ͓͚Δ NICS(1)ͷ༧ଌΛ۩ମతʹදࣔ͢Δ͜ͱ͕Մͱͳͬͨɽ

• ح r ࿈݁ʹର͢Δͷݸ NICS(1)(×− 1)/ppmͷ༧ଌ

1.6219 + 17.212 cos
2
3

(
r + 1

2r + 4
π

)

• ۮ r ࿈݁ʹର͢Δͷݸ NICS(1)(×− 1)/ppmͷ༧ଌ

1.4655 + 11.332 cos
2
3

(
r

2r + 4
π

)

2 ઢܕ࿈݁༗άϥϑ

ఆٛ 2.1. n, r ∈ Nʢn ≥ 2ʣʹର͠ɼ2n֯ܗ r ઢܕ࿈݁༗άϥϑ G2n,r Λ࣍Ͱఆٛ͢Δɽ

1. 2n֯ܗΛઢ্ʹ r ஔͨ͠࿈݁άϥϑݸ

2. ྡΓ߹͏ 2 1ลΛڞ༗͢Δ

3. ֤ͷลҰप͢ΔΑ͏ʹ͖͚ΒΕ͍ͯΔ

ਤ 2 G2n,r ͷྫ

ఆٛ 2.2. G2n,r ͷྡྻߦΛM2n,r Ͱද͠ɼM2n,r ͷݻ༗ଟ߲ࣜΛ P2n,r ͱॻ͘ɽ
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ܗ4֯ 3ઢܕ࿈݁༗άϥϑͷݻ༗ଟ߲ࣜ ྻߦ୯Ґ࣍8 E8 Λ༻͍ͯ࣍ͷΑ͏ʹ͞ࢉܭΕΔɽ

P4,3 = det(M4,3 − λE8) = det

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−λ 1 0 0 0 0 0 0
0 −λ 1 0 0 0 0 0
0 0 −λ 1 0 0 0 0
1 0 0 −λ 1 0 0 0
0 0 0 0 −λ 1 0 0
0 0 1 0 0 −λ 1 0
0 0 0 0 0 0 −λ 1
0 0 0 0 1 0 0 −λ

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= λ8 − 3λ4 + 1

Δ͚͓ʹྻߦɼޙࠓ 0ͷཁૉશۭͯനͰࣔ͢ɽ

͜͜ͰɼಉҰάϥϑʹ͓͚Δͷ൪߸͚ͷೖΕ͑ɼྻߦʹ͓͚ΔجຊมܗʹରԠ͢Δͨ

Ίɼݻ༗ଟ߲ࣜʹӨ͕ڹແ͍͜ͱΛҙ͓ͯ͘͠ɽ࣮ࡍɼG4,2 ʹ͓͚Δ 1ͱ 3ͷ൪߸

͚ΛೖΕͨ͑άϥϑΛ͑ߟΔɽ

ਤ 3 G4,2 ʹ͓͚Δ 1ͱ 3ͷೖΕ͑

͜ͷ࣌ɼG′
4,2 ͷྡྻߦM ′

4,2 ୈ ͱୈߦ1 ɼୈߦ3 1ྻͱୈ 3ྻΛೖΕ͑Δ͜ͱͰɼG4,2 ͷ

ྡྻߦM4,2 ͱҰக͢Δɽ

detM ′
4,2 = det

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−λ 1
1 −λ

1 −λ
1 −λ 1

−λ 1
1 −λ

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= det

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −λ
1 −λ
−λ 1

1 −λ 1
−λ 1

1 −λ

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= det

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−λ 1
−λ 1

−λ 1
1 −λ 1

−λ 1
1 −λ

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= detM4,2

ิ 2.3. n ≥ 2Λݻఆ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼP2n,r ɼr ͷԽࣜΛຬͨ͢ɽ࣍ͯؔ͠ʹ

P2n,1 = λ2n − 1, P2n,2 = λ4n−2 − 2λ2n−2, P2n,r+2 = λ2n−2P2n,r+1 − λ2n−4P2n,r

ূ໌. (i) r = 1ʹؔͯ͠
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ୈ 2nྻʹ͓͚Δ༨Ҽࢠల։Λ͏ߦͱɼ࣍ͷΑ͏ʹͳΔɽ

P2n,1 = det

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−λ 1
−λ 1

. . .
. . .
−λ 1

1 −λ

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= λ2n − 1

(ii) r = 2ʹؔͯ͠

r = 1ͷ߹ͱಉ༷ʹ࠷ऴྻʹ͓͚Δ༨Ҽࢠల։Λ͑ߟΔɽ

P2n,2 = det

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M2n,1 1

−λ 1

−λ
. . .
. . . 1

1 −λ

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= λ4n−2 − 2λ2n−2

(iii) ҰൠͷԽࣜʹؔͯ͠

(i)(ii)ͱಉ༷ʹɼ࠷ऴྻͰ͋Δୈ 2n+ 2r(n− 1)ྻʹ͓͚Δ༨Ҽࢠల։Λ͑ߟΔͱɼ

P2n,r+2 = det

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M2n,r+1 1

−λ 1

−λ
. . .
. . . 1

1 −λ

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= λ2n−2P2n,r+1 −K2n,r+2

ͱղ͞ΕΔɽ͜͜ͰɼK2n,r+2 ࣍ͷΑ͏ͳྻߦͷࣜྻߦͰ͋Δɽ

K2n,r+2 = det

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M2n,r 1

−λ 1

−λ
. . . 1
. . . 1

−λ
−λ 1

−λ
. . .
. . . 1

−λ 1
1

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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લ෦ΉܗͰ͋Δ͔Β K2n,r+2 ΛௐΕΑ͍ɽ࠷ऴߦͰ༨Ҽࢠల։ͨ͠ޙʹɼ࠷ऴྻ͔

Βॱʑʹ༨Ҽࢠల։Λ͜͏ߦͱͰɼK2n,r+2 = λ2n−4P2n,r ΛಘΔɽނʹɼҙ͕ࣔ͞Εͨɽ

ఆཧ 2.4. P2n,r ϑΟϘφονଟ߲ࣜ Fr(x) ʹΑΓ࣍ͷΑ͏ʹද͞ΕΔɻ

P2n,r = (−i)r+1λ(n−2)(r−1)Fr+2(iλ
n)

=

⌊ r+1
2 ⌋∑

k=0

(−1)k
(
r + 1− k

k

)
λ(2n−2)r+2−2nk

ಛʹ P2n,r ͷɼFr+2(X)ͷΛ࠷େ࣍Λਖ਼ͱͯ͠ਖ਼ෛަޓʹͨ͠ͷͱҰக͍ͯ͠Δɽ

ද 1 2 ≤ n ≤ 5, 1 ≤ r ≤ 5ʹର͢Δ P2n,r

2n\r 1 2 3 4 5

4 λ4 − 1 λ6 − 2λ2 λ8 − 3λ4 + 1 λ10 − 4λ6 + 3λ2 λ12 − 5λ8 + 6λ4 − 1

6 λ6 − 1 λ10 − 2λ4 λ14 − 3λ8 + λ2 λ18 − 4λ12 + 3λ6 λ22 − 5λ16 + 6λ10 − λ4

8 λ8 − 1 λ14 − 2λ6 λ20 − 3λ12 + λ4 λ26 − 4λ18 + 3λ10 λ32 − 5λ24 + 6λ16 − λ8

10 λ10 − 1 λ18 − 2λ8 λ26 − 3λ16 + λ6 λ34 − 4λ24 + 3λ14 λ42 − 5λ32 + 6λ22 − λ12

ද 2 ϑΟϘφονଟ߲ࣜ Fr(x)

r = 3 4 5 6 7

x2 + 1 x3 + 2x x4 + 3x2 + 1 x5 + 4x3 + 3x x6 + 5x4 + 6x2 + 1

ূ໌. ୈ 2ล͕ิ 2.3ͰಘͨԽࣜΛຬͨ͢͜ͱ͕ࣔ͞ΕΕॆͰ͋Δɽ

r = 1, 2 ͷͱ͖ɼࢉܭΑΓɼͦΕͧΕ

−F3(iλ
n) = −

{
(iλn)2 + 1

}
= λ2n − 1

iλn−2F4(iλ
n) = iλn−2

{
(iλn)3 + 2 (iλn)

}
= λ4n−2 − 2λ2n−2

ͱͳΓཱ͍ͯ͠ΔɽҰൠͷԽࣜʹؔͯ͠ɼϑΟϘφονଟ߲͕ࣜ

Fr+2(x) = xFr+1(x) + Fr(x)

Λຬͨ͢͜ͱʹҙ͢Δ͜ͱͰɼ

(−i)r+3λ(n−2)(r+1)Fr+4(iλ
n)

= (−i)r+3λ(n−2)(r+1) {iλnFr+3(iλ
n) + Fr+2(iλ

n)}

= (−i)r+2λ(n−2)(r+1)λnFr+3(iλ
n)− (−i)r+1λ(n−2)(r+1)Fr+2(iλ

n)

= λ2n−2
{
(−i)r+2λ(n−2)rFr+3(iλ

n)
}
− λ2n−4

{
(−i)r+1λ(n−2)(r−1)Fr+2(iλ

n)
}
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ͱͳΓɼΓཱͭɽ·ͨɼޙ࠷ͷࣜɼϑΟϘφονଟ߲ࣜͷҰൠ߲͕

Fr(x) =

⌊ r−1
2 ⌋∑

k=0

(
r − 1− k

k

)
xr−1−2k

Ͱ͋Δ͜ͱ͔ΒɼࢉܭʹΑͬͯ༰қʹ͔֬ΊΒΕΔɽ

ܥ 2.5. 2n֯ܗ rઢܕ࿈݁༗άϥϑ G2n,r ͷݻ༗ɼॏෳ 2nr − 2r + 2− 2n⌊ r+1
2 ⌋ͷ 0

ͱɼ1 ≤ k ≤ r + 1ʹؔ͢Δਖ਼࣮ 4 cos2
(

k
r+2π

)
ͷෳૉ 2nࠜ 2n⌊ r+1

2 Ͱ͋Δɽݸ⌊

ূ໌. 0ͷॏෳɼఆཧ 2.4ͰٻΊͨ P2n,r ͷ࠷খ͔࣍Β 2nr− 2r+ 2− 2n⌊ r+1
2 ⌋Ͱ͋Δ͜ͱ

͕͔Δɽ·ͨɼ0Ҏ֎ͷݻ༗ʹؔͯ͠ɼ࠷େ࣍ 2nr − 2r + 2ͱͷࠩͰ͋Δ 2n⌊ r+1
2 ͷݸ⌊

ղΛٻΊΔ͜ͱͰূ໌ͱ͢Δɽ·ͣɼϑΟϘφονଟ߲ࣜ Fr+2 (x)ͷࠜɼ[HB]ΑΓ

x = 2i cos
k

r + 2
π 1 ≤ k ≤ r + 1

Ͱ͋Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽ͜ΕΑΓɼλn = −ix = 2 cos k
r+2πΛຬͨ͢ λΛܾఆ͢ΕΑ͍ɽ͜

͜Ͱɼ−ix = 0 ⇐⇒ k
r+2 = 1

2 Ͱ͋Δ͜ͱʹҙ͢Δͱɼλn ͱͯ͠औΓ͏Δͷ 0Ͱͳ͍ͷ

ɼਖ਼ෛͦΕͧΕ ⌊ r+1
2 ⌋छྨͰ͋ΔɽҎ্͔ΒɼGn,r ͷݻ༗ɼ࣮ 2⌊ r+1

2 ⌋ͱͦͷ nࠜͰ

͋Δ͜ͱ͕ࣔ͞Εͨɽ

3 άϥϑঢ়࿈݁༗

ຊߘʹ͓͚Δ݁Ռɼఆٛ 2.1Λ

1. n֯ܗΛ r ஔͨ͠࿈݁άϥϑݸ

2. ྡΓ߹͏ 2 1ลΛڞ༗͢Δ

3. Ͳͷ 3 1 1ลΛڞ༗͠ͳ͍

4. ลͷ͕ n+ (n− 1) rɼͷ͕ n+ (n− 2) r

5. ֤ͷลҰप͢ΔΑ͏ʹ͖͚ΒΕ͍ͯΔ

ͱՃචमਖ਼͢Δ͜ͱͰɼ4Ҏ্ͷࣗવ nʹؔ͢Δάϥϑʮn֯ܗ r άϥϑʯͱঢ়࿈݁༗

֦ு͞ΕΔɽຊষͰɼ͜Ε·ͰʹಘΒΕ͍ͯΔ n֯ܗ r άϥϑঢ়࿈݁༗ Gn,r ͱͦͷݻ༗

ଟ߲ࣜ Pn,r ʹؔ͢Δྨࣅͷ݁ՌΛհ͢Δɽৄࡉ [KM]Λࢀর͞Ε͍ͨɽ

໋ 3.1. Gn,r ɼఆٛͷ݅Լʹ͓͍ͯ݁߹ͷํʹґΒͣɼͦͷݻ༗ଟ߲ࣜෆมͰ͋Δɽ

ఆཧ 3.2. Pn,r ɼr ܦ࿏ແάϥϑ Pr ͷݻ༗ଟ߲ࣜ PPr =

⌊ r
2 ⌋∑

k=0

(−1)r
(
r − k

k

)
xr−2k Λ༻
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͍ͯɼ࣍ͷΑ͏ʹද͞ΕΔɽ

Pn,r = (−1)rn λ(r−1)(n
2 −2) PPr+1

(
λ

n
2
)

=

⌊ r+1
2 ⌋∑

k=0

(−1)rn+k
(
r + 1− k

k

)
λ(n−2)r+2−nk

͜͜Ͱɼr ܦ࿏ແάϥϑ Pr ͷݻ༗ଟ߲ࣜʹؔ͢Δٞɼ [Hos2]ʹΑΔɽ

ܥ 3.3. n ≥ 4ͱ͢Δ Pn,r ͷݻ༗ɼॏෳ nr − 2r + 2− n⌊ r+1
2 ⌋ͷ 0ͱɼ1 ≤ k ≤ r + 1ʹ

ؔ͢Δਖ਼࣮ 4 cos2
(

k
r+2π

)
ͷෳૉ nࠜ n⌊ r+1

2 ʹͰ͋ΔɽΑͬͯɼෳૉฏ໘্ݸ⌊ Gn,r ͷݻ༗

Λஔ͢Δͱɼ1Λਖ਼ͷ࣮࣠ɼத৺ΛݪʹऔΔਖ਼ n͕֯ܗ ⌊ r+1
2 Δɽ͢ݱग़ݸ⌊

ਤ 4 ܗ5֯ ༗ஔݻάϥϑͱෳૉฏ໘ͷঢ়࿈݁༗3

ँࣙ

ຊڀݚΛ͏ߦʹ͋ͨΓɼ౦ߴۀژઐֶߍֶ࣭ՊͷҪखஐਔ।ڭतʹɼഎܠΛ͝ڭ

त্͍ͨʹɼ࣮ࡐػݧͷఏڙͯ͠Լ͍͞·ͨ͠ɽ͜͜ʹँײͷҙΛਃ্͖͛ͤͯ͠͞·͢ɽ

ݙจߟࢀ

[NICS] P. von R. Schleyer, C. Maerker, A. Dransfeld, H. Jiao, N. J. R. van E. Hommes
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Am. Chem. Soc. 118(1996)p6317-6318

[HB] V. E. Hoggatt, Jr, M. BicknellʰRoots of Fibonacci Polynomials ɼɦFibonacci Quarterly

11 (1973) p271-274.

[Hos1] ʰτϙϩδΧϧɾΠϯσοΫε࣏ࡉ –ϑΟϘφον͔Βϐλΰϥεͷܗ֯ࡾ·ͰΛͭ

ͳ͙৽ֶ͍͠– ɼɦຊධࣾ (2012)

[Hos2] Խֶߏɼ͡Ίͯͷ࣏ࡉ Խֶͷͳͥʹ͑Δ–ɼΦʔϜࣾߏ– (2013)

[KM] A. Kashihara, H. MinamideʰEigenvalues of Connected n-gonal Digraphs ɼɦpreprint.

[Kos] ӽߴʰతάϥϑཧͷ π ༺Խ߹ͷԠڞ ɼɦ౦ߴۀژઐֶߍֶ࣭Պଔ
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 h͖ΦΠϥʔܕࢠϝϧηϯψશ

ֿా ޫ

2021 9݄ 12

1 ͡Ίʹ

,ۙ࠷ ൧ߴઌੜͷϧτϥΦΠϥʔશ [1]͔ΒΦΠϥʔܕࢠϝϧηϯψશΛఆٛͨ͠.

͜Ε 2e +m+ 1, 2e +m− 1 ∈ primeͱද͞ΕΔࢠૉΛͱʹఆٛ͞Ε͍ͯΔ.

ճѻ͏ࠓ h͖ΦΠϥʔܕࢠϝϧηϯψશ͜ΕʹΛ͚ͭͨͷ, ͭ·Γ

h · 2e +m+ 1, h · 2e +m− 1 ∈ primeΛͱʹఆٛ͢Δ.

۩ମతʹ, a = h · 2e +m+ 1 ∈ prime, A = 2e, B = h · 2e +m− 1 ∈ primeͱ͓͘ͱ,

ϕ(A) = 2e ΑΓ a = 2hϕ(A) +m+ 1

ϕ(B) = h · 2e +m− 2ΑΓ hA = ϕ(B)−m+ 2

ϕ(a) = h · 2e +mΑΓ B = ϕ(a)− 1

͕Γཱͭ.(ͨͩ͠ a, B, hحૉͱ͢Δ.)

⎧
⎪⎨

⎪⎩

a = 2hϕ(A) +m+ 1

hA = ϕ(B)−m+ 2

B = ϕ(a)− 1

(1)

͜ΕΛ h, ฏߦҠಈmͷΦΠϥʔܕࢠϝϧηϯψશͱ͢Δ.

2 m : evenͷ߹

2.1 ఆཧ

ఆٛͨ͠ͱ͖, aحૉͩͬͨͨΊ, mۮͰ͋Δ.

ͦͷͨΊ͔ͦ͜ΒಘΒΕͨํఔࣜͰ, m : evenͷͱ͖ͱͷఆٛʹΔͱ͑ߟΒΕΔ.

ఆཧ 1. m : even ͷͱ͖, ΦΠϥʔܕࢠϝϧηϯψશͷղ a = h · 2e + m + 1, A = 2e, B =

h · 2e +m− 1Ͱ͋Δ.

Proof. ·ͣ, B = 1ͱ͢Δͱ ϕ(a) = 2ΑΓ a = 4, 6ͱͳΔ͕͜Ε a = 2hϕ(A) +m+ 1 : oddͰ͋Δ͜ͱ

ʹໃ६.

,ʹ࣍ B = 2ͱ͢Δͱ ϕ(a) = 3ͱͳΔ͕ ϕ(a) = 1, evenΑΓໃ६.

Αͬͯ, B > 2, ͭ·Γ ϕ(B) : evenΑΓ A : even = 2eL(e > 0, L : odd)ͱॻ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

͜ΕΛఆٛࣜʹೖ͢Δͱ

1



a = h · 2eϕ(L) +m+ 1, h · 2eL = ϕ(B)−m+ 2͕ಘΒΕΔ.

h · 2eϕ(L), h · 2eLΛ߹ΘͤͯҾ͘ͱ h · 2ecoϕ(L) = ϕ(B)− a+ 3ͱͳΔ.

·ͨ B = ϕ(a)− 1, ͭ·Γ 0 = B − ϕ(a) + 1ΑΓ͜ΕΛ্ࣜͱൺֱ͢Δͱ

h · 2ecoϕ(L) = −coϕ(B)− coϕ(a) + 2, ͭ·Γ h · 2ecoϕ(L) + coϕ(B) + coϕ(a) = 2ͱͳΔ.

h > 2ΑΓ coϕ(B) = coϕ(a) = 1, coϕ(L) = 0ͱͳΔ.

Αͬͯ A = 2e, ·ͨ a,B ∈ prime͕Θ͔Δ.

a = 2hϕ(A) +m+ 1͔Β a = h · 2e +m+ 1, B = ϕ(a)− 1=a− 2ΑΓ B = h · 2e +m− 1Ͱ͋Δ.

Ҏ্ΑΓm : evenͷͱ͖, ΦΠϥʔܕࢠϝϧηϯψશͷղ

a = h · 2e +m+ 1, A = 2e, B = h · 2e +m− 1Ͱ͋Δ.

2.2 ྫ

ൺֱతಉ͡mʹରͯ͠ͷղ͕ଟ͔ͬͨͷΛࣔ͢.(h = 3ͱ͢Δ.)

a A B

m = −6

7 22 5

19 23 17

43 24 41

98299 215 98297

844424930131963 248 844424930131961

m = 6

13 21 11

19 22 17

31 23 29

103 25 101

199 26 197

1572871 219 1572869

12582919 222 12582917

m = 768

1153 27 1151

49921 214 49919

N3 2319 N4

N3 = 3203980553881365123592532559254328171904056783534979154920562411733329588670960825034443130405633,

N4 = 3203980553881365123592532559254328171904056783534979154920562411733329588670960825034443130405631.
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3 m : oddͷ߹

m : oddͷͱ͖, 2hϕ(A) : even, m+ 1 : evenΑΓ a : even = 2eL(e > 0, L : odd)ͱॻ͚Δ.

͜ΕΛఆٛࣜʹೖ͢Δͱ 2eL = 2hϕ(A) +m+ 1, hA = ϕ(B)−m+ 2, B = 2e−1ϕ(L)− 1

2B = 2eϕ(L)− 2, ͭ·Γ 2eϕ(L) = 2B + 2Ͱ͋Δ͔Β͜ΕΛ 2eL = 2hϕ(A) +m+ 1ͱൺֱ͢Δͱ

2ecoϕ(L) = 2hϕ(A)− 2B +m− 1ͱͳΔ.

·ͨ, hA = ϕ(B)−m+2, ͭ·Γ 0 = 2hA−2ϕ(B)+2m−4ΑΓ͜ΕΛ 2ecoϕ(L) = 2hϕ(A)−2B+m−1

ͱ

ൺֱ͢Δͱ

2ecoϕ(L) = −2hcoϕ(A)− 2coϕ(B)−m+ 3͕ಘΒΕΔ.

͜ΕΛม͢ܗΔͱ 2ecoϕ(L) + 2hcoϕ(A) + 2coϕ(B) = −m+ 3 ...(2)ͱͳΔ.(Ҏ߱͜ͷࣜΛ༻͍Δ.)

coϕ(n) ≥ 0ΑΓ, m > 3ͷͱ͖, ղ͕ଘ͠ࡏͳ͍͜ͱ͕ͪʹΘ͔Δ.

ΦΠϥʔ IIܕϝϧηϯψશͷͱ͖ͷΑ͏ʹ, ,ΔͷͰͳ͑͘ߟ͍ͯͭʹผͷղݸ ग़͖ͯͨղͷҰൠత

ͳੑ࣭ʹ͍ͭͯ͑ߟΔ.

3.1 A-G-Gܕղ

A-G-Gܕղͱ, a = 2ep,A = q,B = r(e > 0, p, q, r ∈ odd prime)ͱද͞ΕΔղͷ͜ͱͰ͋Δ.

ҎԼʹͦͷྫΛࣔ͢.

a A B

m = −9

22 · 7 7 11

22 · 13 11 23

22 · 31 23 59

22 · 43 31 83

22 · 67 47 131

22 · 97 67 191

m = −21

24 · 7 23 47

24 · 61 167 479

24 · 181 487 1439

24 · 277 743 2207

24 · 307 823 2447

24 · 367 983 2927

24 · 397 1063 3167

24 · 601 1607 4799

24 · 691 1847 5519
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ఆཧ 2. ΦΠϥʔܕࢠϝϧηϯψશͷ A-G-Gܕղ a = 2ep,A = q,B = r(p, q, r ∈ odd prime)ͱ

͢Δͱ͖, m = −2e − 2h+ 1, q =
2ep+ 2h−m− 1

2h
, r = hq +m− 1Ͱ͋Δ.

Proof. (2)ʹ͓͍ͯ, coϕ(L) = coϕ(p) = coϕ(A) = coϕ(q) = coϕ(B) = coϕ(r) = 1ΑΓ,

2e + 2h+ 2 = −m+ 3, ͭ·Γm = −2e − 2h+ 1ͱͳΔ.

ఆ͔ٛࣜΒ 2ep = a = 2hϕ(A) +m+ 1 = 2hq − 2h+m+ 1, hq = r − 1−m+ 2 = r −m+ 1

ཧ͢Δͱ q =
2ep+ 2h−m− 1

2h
, r = hq +m− 1Ͱ͋Δ.

3.2 C-C-1ܕղ

C-C-1ܕղͱ, a = 2e, A = 2f , B = 1(e, f > 0)ͱද͞ΕΔղͷ͜ͱͰ͋Δ. ҎԼʹͦͷྫΛࣔ͢.

a A B

m = −3

22 21 1

m = −9

22 22 1

m = −21

22 23 1

m = −45

22 24 1

ఆཧ 3. ΦΠϥʔܕࢠϝϧηϯψશͷ C-C-1ܕղ a = 2e, A = 2f , B = 1ͱ͢Δͱ͖,

a = 4,m = 3− h · 2f Ͱ͋Δ.

Proof. (2)ʹ͓͍ͯ, coϕ(L) = coϕ(B) = 0, coϕ(A) = 2f−1 ΑΓ,

h · 2f = −m+ 3, ͭ·Γm = 3− h · 2f ͱͳΔ.

·ͨ, B = ϕ(a) = 1ΑΓ a = 4, 6ͱͳΔ͕ a = 2e ΑΓ a = 4 = 22 Ͱ͋Δ.

ݙจߟࢀ

[1] ൧ߴໜ ,ʰ ֶͷڀݚΛ͡ΊΑ͏ (V)ʱ, ֶࣾݱ ,2018.

[2] ൧ߴໜ, ΦΠϥʔؔͱશͷ৽͍͠ల։,ຊֶڭҭֶձɹߴઐɾେֶ෦ձࢽɹୈ 22߸ɹ 2016.3.

[3] ൧ߴໜ, ֿాޫ, ͖ΦΠϥʔܕશ (খֶੜͷൃͨ͠ݟఆཧ), ຊֶڭҭֶձɹߴઐɾେֶ෦ձ

ୈࢽ 26߸ 2020.3.
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ܕࢠϧτϥશ

ֶशӃେֶ໊༪ڭत

൧ߴ ໜ

2021  9 ݄ 13 

1 ৮ൃ͞Εͯʹڀݚͷࢯాֿ

,จࢯాֿ (ΦΠϥʔܕࢠϝϧηϯψશ ֿాޫ: ຊใࠂॻʹॴࡌ)Ͱࢠૉ
Λ༻͍ͨΦΠϥʔܕࢠϝϧηϯψશΛఆٛͦ͜͠Ͱ͍͔ͭ͘ͷجຊఆཧΛఆࣜ
Խ͔ͭͦ͠ΕΒΛূ໌ͨ͠.

ྸࢲ 79ʹͳ͕ͬͨ൴ (࣌ தֶ 1ੜ)ͷ݁Ռʹײಈ͠,ΦΠϥʔؔͰͳ͍͘Θ
ΏΔҼؔࢠ (ϢʔΫϦουؔ) σ(a) Λ༻͍ͯྨࣅͷ֓೦Λߏ͢Δ͜ͱΛࢼΈͨͱ͜
Ζڵຯਂ͍݁Ռ͕͑ΒΕͨ.

2 ܕࢠϧτϥશͷಋೖ

ฏߦҠಈͷύϥϝʔλͰ͋Δ m Λͻͱ·ͣݻఆ͢Δ.

a = 2e,A = 2e+1−1+m,B = A−2 = 2e+1−3+mͱ͓͘ͱ͖, A,B = A−2ͱʹૉ
ͱԾఆ͢Δ (;ͨ͝ૉ)ɽΑͬͯ, σ(A) = A+1 = 2e+1+m,σ (B) = B+1 = 2e+1−2+m

2e+1 − 1 = σ(a) ʹΑͬͯ,B = 2e+1 − 3 +m = σ(a)− 2 +m.

A = 2e+1 − 1 +m = σ(a) +m,B = 2e+1 − 3 +m = σ(A)− 3,σ(B) = 2e+1 − 2 +m =

2a+m− 2 ͕ಘΒΕΔ.

Ҏ্ͰΘΕͨ a = 2e,A,B = A− 2 ͱʹૉͱ͍͏ԾఆΛΕͯ, ͷ݁Ռಘه্
ΒΕͨࣜΛར༻ͯ࣍͠ͷఆٛΛ͢Δ.

ఆٛ 1.  m ʹؔͯ͠ ⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

A = σ(a) +m,

B = σ(A)− 3,

σ(B) = 2a+m− 2

(1)

্ͷࣜ Λຬͨࣗ͢વ a,A, b ͷ͋Δͱ͖, a Λܕࢠϧτϥશ, A Λͦͷύʔ
τφʔ,B Λγϟυͱ͍͏.

ҰݴͰֿ͍͑ాࢯͷఆٛͨ͠ ΦΠϥʔܕࢠϝϧηϯψશͰΦΠϥʔؔ
Λ༻͍͍ͯΔͱ͜ΖΛ σ(a) Ͱஔ͖ͨ͑ͷͰ͋Δ.

1



Ұൠతʹͯͬݴશͷڀݚͱ,ࣗવʹ͓͍ͯ2ͭͷಛతͳ, (1) 2͖;2, 4, 8, · · · , 2n,
,ૉ;3ح.(2) 5, 7, · · · , ͷؔΛҼؔࢠΛ௨ͯ͠ௐΔ͜ͱͰ͋Δ.

ͦͷܕݪ q = 2e+1 − 1 +m ͕ૉͱͳΔͱ͖, A = 2eq ͲΜͳʹͳΔ͔. ͜ΕΛ
.Δ͜ͱͰ͋Δ͢ڀݚ

a = 2e, q = σ(a) +m ͱ͓͘ͱ,σ(q) = q + 1 = 2a+m ΛΈͨ͢.

ఆٛ 2. A = σ(a) +m ͱ͓͘. ͦͷ্ σ(A) = 2a +m ΛΈͨ͢ͱ͖, a Λશ, A

Λͦͷύʔτφʔͱ͍͏.

؟ͷணࢯాֿ (1) 2͖ ʹରͯ͠ (2) ࢠૉ Λ༻͍ͯΈͨΒΦΠϥʔؔΛ௨
ͯ͠ௐΔͱͲ͏ͳΔ͔ͱ͍͏͜ͱͰ͋Δ. ͜ΕେͳΔൃͰ͋Δ.

ͦͷ݁Ռ,ֿాࢯͷ͍͔͑ͨͭ͘ͷجຊఆཧ͔Ͱ,ͨͬͩࡍඒ͠͞Λ͍ͬͯΔ.

ܕࢠϧτϥશͷ߹༧ఆཧͰ͖Δ͕ূ໌౸ఈͰ͖ͳ͍.

3 ॳͷิ࠷

৽͍͠ఆٛʹ׳ΕΔͨΊ؆୯ͳͱ͜Ζ͔Β࢝ΊΔ.

ิ 1. aΛܕࢠϧτϥશͱ͢Δ. ͢ͳΘͪA = σ(a)+m,B = σ(A)−3,σ(B) =

2a+m− 2 Λຬͨ͢ͱ͖, a:2͖ͱ͢Δͱ A, B ͱʹૉ.

Proof

a = 2ε ͱ͓͘ͱ,A = σ(a) +m = 2ε+1 − 1 +m ʹΑΕ

σ(B) = 2a+m− 2

= 2ε+1 − 2 +m

≥ B + 1

= σ(A)− 2

≥ A− 1

= 2ε+1 − 2 +m

= 2a+m− 2

= σ(B)

ͦΕΏ͑ σ(B) = B + 1,σ(A) = A+ 1, B + 1 = A− 1. Αͬͯ, B = A− 2, A:ૉ (
.(ૉࢠ

ิ 2. A:ૉͷͱ͖, σ(B)− (B + 1) = (2a− σ(a)− 1).

ͱ͘ʹ B:ૉ.ͳΒ a:2͖.(֓શ༧Λ͏)
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4 ϧτϥશͷ௨ৗղ

a:2͖, A:ૉ, B:ૉΛΈͨ͢ͱ͖, a = 2ε ,A = p,B = q ͱ͓͚

A = σ(a) +m = p = 2ε+1 − 1 +m,B = q = σ(A)− 3 = p− 2

͜ΕʹΑΓ (p, q):ࢠૉ. p = 2ε+1 − 1 +m ฏߦҠಈ m ͷϝϧηϯψૉ.

͜ͷΑ͏ͳղΛܕࢠϧτϥશͷ௨ৗղͱ͍͏.

ද 1: ܕࢠϧτϥશͷ௨ৗղ

e p = 2e+1 − 1 +m q = p− 2

m = −2

2 5 3

3 13 11

5 61 59

9 1021 1019

11 4093 4091

19 1048573 1048571

m = 0 0

2 7 5

4 31 29

m = 4 22

1 7 5

3 19 17

15 65539 65537

m = 6 2 ∗ 3
2 13 11

m = 10 2 ∗ 5
1 13 11

5 73 71

9 1033 1031

17 262153 262151

m = 12 22 ∗ 3
2 19 17

4 43 41

6 139 137

8 523 521

22 8388619 8388617

p = 2e+1 − 1 +m ΛฏߦҠಈͷύϥϝʔλm ͷϝϧηϯψૉͱ͍͍, m ΛܾΊΔͱ
ແݶʹ͋Δ͔͠Εͳ͍. ͦͷ্ p− 2 ͕ૉͱ͍͏݅Λ͚ͭΔͷͰ༗ݸݶʹҧ͍ͳ͍.
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͔͠͠ূ໌Ͱ͖Δ͔Ͳ͏͔Θ͔Βͳ͍.

5 ॾྫ

ද 2: ܕࢠϧτϥશ,m = 0

A a B

7 7 4 22 5 5

31 31 16 24 29 29

57 3 ∗ 19 49 72 77 7 ∗ 11

ୈ 1ϒϩοΫͰ m = 0, A = p,B = q = p − 2: ͱʹૉ . a = 2e ͱ͓͘ͱ,

A = σ(a) = 2e+1 − 1 = p ϝϧηϯψૉ.q = 2e+1 − 5 ૉͳͷͰ, p = 7, 31. ্ͷ 2

ྫ͕௨ৗղ.

m = 0 ͷ߹ղ͕͜ΕΒͷ 3ྫ͔͠ͳ͍ͷ͔͠Εͳ͍. ূ໌Ͱ͖ͳ͍.

ද 3: ܕࢠϧτϥશ,m = −2

A a B

5 5 4 22 3 3

13 13 8 23 11 11

61 61 32 25 59 59

1021 1021 512 29 1019 1019

4093 4093 2048 211 4091 4091

1048573 1048573 524288 219 1048571 1048571

397 397 242 2 ∗ 112 395 5 ∗ 79
13063 13063 6728 23 ∗ 292 13061 37 ∗ 353
563767 199 ∗ 2833 374978 2 ∗ 4332 566797 7 ∗ 11 ∗ 17 ∗ 433

28 22 ∗ 7 29 29 53 53

ୈ 1ϒϩοΫͰ A = p,B = q ͕ࢠૉ,a = 2e , p = 2e+1− 3, q = 2e+1− 5: ͜ΕΒ
Λຬͨ͢ૉແݶʹ͋Δ͜ͱ͋Γ͑ͳ͍. ͜Ε͕௨ৗղͰ͋Γ,ඒ͍࢟͠Λ͍ͯ͠Δ.

͜ͷղֿాจͰm = −4 ͷ߹ͱͯ͠ѻ͔ΘΕ͍ͯΔ. ղ͕ଟ͍ͷͰ͍ͯ͠
Δ͕൴ࢲͷൃͨ͠ݟ߹ΑΓ͞Βʹେ͖ͳղΛ .Δ͍͍ͯͩ͠ݟ2ͭ ͕͢͞Ͱ͋Δ.

Ұൠͷ m ͷͱ͖ p = 2e+1 − 1 +m, q = p− 2 ͕ͱʹૉͷ߹͕௨ৗղʹͳΔ.
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m = −8 ͷ߹ͷղʹ͢Δ.

ද 4: ܕࢠϧτϥશ,m = −8

a = q A = 2p B = 3r

17 17 10 2 ∗ 5 15 3 ∗ 5
29 29 22 2 ∗ 11 33 3 ∗ 11
41 41 34 2 ∗ 17 51 3 ∗ 17
53 53 46 2 ∗ 23 69 3 ∗ 23
89 89 82 2 ∗ 41 123 3 ∗ 41
101 101 94 2 ∗ 47 141 3 ∗ 47
113 113 106 2 ∗ 53 159 3 ∗ 53
149 149 142 2 ∗ 71 213 3 ∗ 71
173 173 166 2 ∗ 83 249 3 ∗ 83
233 233 226 2 ∗ 113 339 3 ∗ 113
269 269 262 2 ∗ 131 393 3 ∗ 131
281 281 274 2 ∗ 137 411 3 ∗ 137
353 353 346 2 ∗ 173 519 3 ∗ 173
389 389 382 2 ∗ 191 573 3 ∗ 191
401 401 394 2 ∗ 197 591 3 ∗ 197
81 34 113 113 111 3 ∗ 37
8 23 7 7 5 5

221 13 ∗ 17 244 22 ∗ 61 431 431

131 131 124 22 ∗ 31 221 13 ∗ 17

ୈ 1ϒϩοΫ a = q, A = 2p,B = 3r ͱૉ p, q, r Ͱॻ͚Δ߹͕େଟ.

ૉ͕ 3ྻʹฒͼͦΕʹ 1,2, 3 ͕͍͍ͭͯΔ. ΦϦϯϐοΫͷදজΛΈΔΑࢲ
͏ͳ֮ࡨΛ֮͑ͨ.(౦ژ 2020,2021)

q = 2p+ 7, q = 2r + 7, p = r Ͱ͋Γ,͜ΕΒεʔύʔࢠૉ. A, a,B  BGB ͷܕ
ղͱ͏ݴͷֿాࣜ,τϦϓϧ Bܕղ ͱ͏ݴ.

.ͷ݁Ռཱ͕͢Δ͔͠Εͳ͍࣍

ఆཧ 1. A = 2α, B = 3γ ͱԾఆ͢Δͱ, α,γ ͓Αͼ a ૉʹͳΔ.

,ࡏݱ ·ͩূ໌Ͱ͖͍ͯͳ͍. ͦ͜Ͱ݅ α,γ ॱʹ 2ͱ 3ͷഒͰͳ͍͜ͱΛ
Ճ͢Δͱ,ূ໌Ͱ͖ͨ.

Proof

ఆٛࣜ A = σ(a) +m,B = σ(A)− 3,σ(B) = 2a+m− 2 Λ࣍ͷΑ͏ʹཧ͢Δ.

m = −8, A = 2α, B = 3γ ͱ͠ 2 ̸ |α, 3 ̸ |γ ΛԾఆ͢Δ.

ఆٛࣜʹΑͬͯ 2α = A = σ(a)− 8 = 3σ(α)− 8.

B = 3γ = σ(A)− 3 = 3σ(α)− 3 Ώ͑ʹ 3γ = 3σ(α)− 3. 3ͰׂΔͱ
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γ = σ(α)− 1.

σ(B) = σ(3γ) = 4σ(γ) = 2a− 10 ʹΑͬͯ 4σ(γ) = 2a− 10.

͔ͯ͘,

2σ(γ) = a− 5.

2γ = 2σ(α)− 2 Λ্ͷ͔ࣜΒҾ͘ͱ,

2coσ(γ) = −3 + a− 2σ(α).

2α = σ(a)− 8ɹΛ্ͷ͔ࣜΒҾ͘ͱ

2coσ(γ)− 2α = −3 + a− 2σ(α)− σ(a) + 8 = 5− coσ(a)− 2σ(α).

͜ΕΑΓ,

2coσ(γ) + coσ(a) + 2coσ(α) = 5.

͔ͯ͘͠ coσ(γ), coσ(a), coσ(α) ͷͲΕ͕ 1. Ώ͑ʹ α = p,β = q, 3γ = r ͱ͓͘ͱ͜
ΕΒૉ.

A = 2p, a = q,B = 3r ͱૉ p, q, r Ͱॻ͚Δ.

A = 2p, a = q,B = 3r ͱૉ p, q, r Ͱॻ͚Δղ͔Β, 6 = 2× 3 ͕ग़Δ.

ୈ 3ϒϩοΫ ղ A = 7, a = 23, B = 5 ͕௨ৗղ.
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ද 5: ܕࢠϧτϥશ,m = −58

a = q A = 28p B = r

4621 4621 4564 22 ∗ 7 ∗ 163 9181 9181

6301 6301 6244 22 ∗ 7 ∗ 223 12541 12541

8821 8821 8764 22 ∗ 7 ∗ 313 17581 17581

9829 9829 9772 22 ∗ 7 ∗ 349 19597 19597

14029 14029 13972 22 ∗ 7 ∗ 499 27997 27997

18061 18061 18004 22 ∗ 7 ∗ 643 36061 36061

21589 21589 21532 22 ∗ 7 ∗ 769 43117 43117

23269 23269 23212 22 ∗ 7 ∗ 829 46477 46477

24109 24109 24052 22 ∗ 7 ∗ 859 48157 48157

32 25 5 5 3 3

46 2 ∗ 23 14 2 ∗ 7 21 3 ∗ 7
1429 1429 1372 22 ∗ 73 2797 2797

ୈ 1ϒϩοΫ A = 28p, a = q,B = r ͱૉ p, q, r Ͱॻ͚Δ߹͕େଟ.(͜͜Ͱୈ
ೋશ 28 ͕ग़ͨ)

q = 28p + 57, r = 56p + 53, p = r Ͱ͋Γ,εʔύʔ;ͨ͝ૉ. A, a,B  BGG ͷܕ
ղ. ͕ 28,1,1 ͷτϦϓϧ Bܕղͱ͍͏.

ఆཧ 2. A = 28α, (28,α) : ,ૉͱԾఆ͢Δͱʹ͍ޓ α = p,B = r ͓Αͼ a = q ૉʹ
ͳΔ. q = 28p+ 57, r = 2q − 61 Λຬͨ͠, (p, q, r) ϧτϥࢠͭࡾૉ.

͜͜ʹτϦϓϧ B .ղ͕ग़ͨܕ  28,1,1 ͱͳΓୈೋશ.

࣮͜͜ʹτϦϓϧB ղ͕ग़Δͷܕ m = −8,−58 ͷ߹͔͠ແ͍. ͜Εূ໌Մ.

Proof

ఆٛࣜ A = σ(a) +m,B = σ(A) − 3,σ(B) = 2a +m − 2 ʹ A = 28α Λೖ͢Δ. 28

ୈೋશͳͷͰ σ(28) = 56 ʹҙ.

A = 28α = σ(a)− 58, B = σ(A)− 3 = 56σ(α)− 3,σ(B) = 2a− 60 Λ࣍ͷΑ͏ʹཧ
͢Δ.

B = 56σ(α)− 3

−σ(B) = −2a+ 60

56α = 2σ(a)− 58 ∗ 2

্ͷ 3ࣜΛՃ͑Δ.

−σ(B) + 56α = 56σ(α)− 3− 2a+ 60 + 2σ(a)− 58 ∗ 2
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ΛಘΔͷͰ coσ(x) = σ(x)− x Λ༻͍ͯཧ͢Δ.

−coσ(B)− 56coσ(α) = −3 + 60 + 2coσ(a)− 58 ∗ 2

Ώ͑ʹ,

3− 60 + 58 ∗ 2 = 59 = 2coσ(a) + coσ(B) + 56coσ(α)

͜ͷղ coσ(a) = coσ(B) = coσ(α) = 1 ͳͷͰ, α = p,B = q ͓Αͼ a = q ૉ.

A = 28α = 28p = σ(a) − 58 = q − 57, B = r = σ(A) − 3 = 56(p + 1) − 3 = 56p + 53

ʹΑͬͯ, q = 28p+ 57, r = 2q − 61 .

ද 6: ܕࢠϧτϥશ,m = 4

a A B

m = 4 22

2 2 7 7 5 5

8 23 19 19 17 17

32768 215 65539 65539 65537 65537

263 263 268 22 ∗ 67 473 11 ∗ 43
341 11 ∗ 31 388 22 ∗ 97 683 683

899 29 ∗ 31 964 22 ∗ 241 1691 19 ∗ 89

ද 7: ܕࢠϧτϥશ,m = 6

m = 6 2 ∗ 3
a A B

4 22 13 13 11 11

49 72 63 32 ∗ 7 101 101
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ද 8: ܕࢠϧτϥશ,m = 10

m = 10 2 ∗ 5
a A B

a A B

2 2 13 13 11 11

32 25 73 73 71 71

512 29 1033 1033 1031 1031

131072 217 262153 262153

1033 1033 512 29 1031 1031

6 m:ح

ղ͕গͳ্͍ʹ໘ന͍݁Ռ͕ͳ͍.

ද 9: ܕࢠϧτϥશ,m:ح

A a B

m = −13 −13

8 23 2 2 0 0

14 2 ∗ 7 11 11 9 32

209 11 ∗ 19 227 227 225 32 ∗ 52

m = −5 −5

4 22 2 2 0 0

m = −1 −1

2 2 2 2 0 0

m = 1 1

1432 23 ∗ 179 2701 37 ∗ 73 2809 532

m = 5 5

5 5 11 11 9 32

59 59 65 5 ∗ 13 81 34
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7 ฏߦҠಈͷࢠૉ

A,B = A+ 2d ͕ͱʹૉͷͱ͖ ฏߦҠಈ 2d ͷࢠૉͱ͍͏.

a = 2e,A = 2e+1 − 1 + m,B = A − 2 + 2d + 2 = 2e+1 − 3 + 2d + 2 +m ͱ͓͘ͱ͖,

A,B = A+ 2d ͱʹૉͱԾఆ͢Δ (;ͨ͝ૉ)ɽ
d = −1 ͷ߹͢Ͱʹѻͬͨ. B ఋܕ.

d = 1 ͷ߹ .ܕܑ ͱ͍͏. ࣮͜ͷ߹τϦϓϧ Bܕղ͕૿͑Δͱ͍͏ར͕
͋Δ.

ฏߦҠಈͷύϥϝʔλͰ͋Δ m Λͻͱ·ͣݻఆ͢Δ.

a = 2e,A = 2e+1−1+m,B = A+2d = 2e+1−1+2d+mͱ͓͘ͱ͖, A,B = A+2d
ͱʹૉͱԾఆ͢Δ (ฏߦҠಈ 2dͷ;ͨ͝ૉ)ɽΑͬͯ, σ(A) = A+1 = 2e+1+m,B =

A+ 2d = 2e+1 − 1 + 2d+m = σ(a) + 2d+m = σ(A) + 2d.

σ(B) = B + 1 = 2e+1 + 2d+m = 2a+ 2d+m

σ(A) = 2e+1 +m ʹΑͬͯ,B = 2e+1 − 1 + 2d+m = σ(A)− 1 + 2d ͕ಘΒΕΔ.

Ҏ্ͰΘΕͨ a = 2e,A,B = A+2d ͱʹૉͱ͍͏ԾఆΛΕ, ͷ݁ՌಘΒه্
ΕͨࣜΛར༻ͯ࣍͠ͷఆٛΛ͢Δ.

ఆٛ 3. ⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

A = σ(a) +m,

B = σ(A) + 2d− 1,

σ(B) = 2a+m+ 2d

(2)

্ͷࣜ Λຬͨࣗ͢વ a,A,B ͷ͋Δͱ͖, a ΛฏߦҠಈ d ͷܕࢠ ฏߦҠಈ m ͷϧ
τϥશ, A Λͦͷύʔτφʔ,B Λγϟυͱ͍͏.

d = 1 ͷͱ͖ ܕܑࢠશͱ͍͏.
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8 ܕܑࢠશ

ද 10: ܕܑࢠϧτϥશ ;ୈ શରԠ2

a = q A = 18p B = r

m = −58 = −2− 2 ∗ 28 −2 ∗ 29
197 197 140 22 ∗ 7 ∗ 5 337 337

1093 1093 1036 22 ∗ 7 ∗ 37 2129 2129

1373 1373 1316 22 ∗ 7 ∗ 47 2689 2689

1709 1709 1652 22 ∗ 7 ∗ 59 3361 3361

2269 2269 2212 22 ∗ 7 ∗ 79 4481 4481

7253 7253 7196 22 ∗ 7 ∗ 257 14449 14449

7589 7589 7532 22 ∗ 7 ∗ 269 15121 15121

10949 10949 10892 22 ∗ 7 ∗ 389 21841 21841

13469 13469 13412 22 ∗ 7 ∗ 479 26881 26881

32 25 5 5 7 7

128 27 197 197 199 199

1429 1429 1372 22 ∗ 73 2801 2801

959 7 ∗ 137 1046 2 ∗ 523 1573 112 ∗ 13
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ද 11: ܕܑࢠϧτϥશ, m = −28

a A B

35 7 ∗ 5 20 22 ∗ 5 43 43

77 7 ∗ 11 68 22 ∗ 17 127 127

119 7 ∗ 17 116 22 ∗ 29 211 211

203 7 ∗ 29 212 22 ∗ 53 379 379

329 7 ∗ 47 356 22 ∗ 89 631 631

497 7 ∗ 71 548 22 ∗ 137 967 967

1379 7 ∗ 197 1556 22 ∗ 389 2731 2731

1799 7 ∗ 257 2036 22 ∗ 509 3571 3571

1967 7 ∗ 281 2228 22 ∗ 557 3907 3907

2177 7 ∗ 311 2468 22 ∗ 617 4327 4327

16 24 3 3 5 5

128 27 227 227 229 229

499 499 472 23 ∗ 59 901 17 ∗ 53
157 157 130 2 ∗ 5 ∗ 13 253 11 ∗ 23
1381 1381 1354 2 ∗ 677 2035 5 ∗ 11 ∗ 37
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ද 12: ܕܑࢠϧτϥશ,m = −18

a A B

15 3 ∗ 5 6 2 ∗ 3 13 13

39 3 ∗ 13 38 2 ∗ 19 61 61

57 3 ∗ 19 62 2 ∗ 31 97 97

129 3 ∗ 43 158 2 ∗ 79 241 241

219 3 ∗ 73 278 2 ∗ 139 421 421

237 3 ∗ 79 302 2 ∗ 151 457 457

309 3 ∗ 103 398 2 ∗ 199 601 601

669 3 ∗ 223 878 2 ∗ 439 1321 1321

939 3 ∗ 313 1238 2 ∗ 619 1861 1861

1119 3 ∗ 373 1478 2 ∗ 739 2221 2221

27 33 22 2 ∗ 11 37 37
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ද 13: ܕܑࢠϧτϥશ,ୈ શରԠ1

a A B

m = −14 = −2− 2 ∗ 6
16 24 17 17 19 19

37 37 24 23 ∗ 3 61 61

43 43 30 2 ∗ 3 ∗ 5 73 73

127 127 114 2 ∗ 3 ∗ 19 241 241

631 631 618 2 ∗ 3 ∗ 103 1249 1249

907 907 894 2 ∗ 3 ∗ 149 1801 1801

1051 1051 1038 2 ∗ 3 ∗ 173 2089 2089

1087 1087 1074 2 ∗ 3 ∗ 179 2161 2161

2287 2287 2274 2 ∗ 3 ∗ 379 4561 4561

2647 2647 2634 2 ∗ 3 ∗ 439 5281 5281

2791 2791 2778 2 ∗ 3 ∗ 463 5569 5569

3067 3067 3054 2 ∗ 3 ∗ 509 6121 6121

3571 3571 3558 2 ∗ 3 ∗ 593 7129 7129

3691 3691 3678 2 ∗ 3 ∗ 613 7369 7369
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ද 14: ܕܑࢠϧτϥશ ,ୈ શରԠ3

a A B

m = −2− 2 ∗ 496
15377 15377 14384 24 ∗ 29 ∗ 31 29761 29761

27281 27281 26288 24 ∗ 31 ∗ 53 53569 53569

55057 55057 54064 24 ∗ 31 ∗ 109 109121 109121

57041 57041 56048 24 ∗ 31 ∗ 113 113089 113089

218737 218737 217744 24 ∗ 31 ∗ 439 436481 436481

223697 223697 222704 24 ∗ 31 ∗ 449 446401 446401

438961 438961 437968 24 ∗ 31 ∗ 883 876929 876929

560977 560977 559984 24 ∗ 31 ∗ 1129 1120961 1120961

709777 709777 708784 24 ∗ 31 ∗ 1429 1418561 1418561

1063921 1063921 1062928 24 ∗ 31 ∗ 2143 2126849 2126849

1093681 1093681 1092688 24 ∗ 31 ∗ 2203 2186369 2186369

1158161 1158161 1157168 24 ∗ 31 ∗ 2333 2315329 2315329

1161137 1161137 1160144 24 ∗ 31 ∗ 2339 2321281 2321281

1190897 1190897 1189904 24 ∗ 31 ∗ 2399 2380801 2380801

512 29 29 29 31 31
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ද 15: ܕܑࢠϧτϥશ,ୈ શରԠ4

a A B

m = −2− 2 ∗ 8128
251969 251969 235712 26 ∗ 127 ∗ 29 487681 487681

121921 121921 105664 26 ∗ 13 ∗ 127 227581 227581

1146049 1146049 1129792 26 ∗ 127 ∗ 139 2275837 2275837

1633729 1633729 1617472 26 ∗ 127 ∗ 199 3251197 3251197

32768 215 49277 49277 49279 49279

16778 2 ∗ 8389 8912 24 ∗ 557 17299 17299

129209 129209 112952 23 ∗ 7 ∗ 2017 242161 242161

29675 52 ∗ 1187 20570 2 ∗ 5 ∗ 112 ∗ 17 43093 43093

150425 52 ∗ 11 ∗ 547 187598 2 ∗ 97 ∗ 967 284593 284593

16



9 ܕܑࢠϧτϥશ

d = 1 ͷͱ͖,ఆٛࣜ

ఆٛ 4. ⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

A = σ(a) +m,

B = σ(A) + 1,

σ(B) = 2a+m+ 2

(3)

Λຬͨ͢ͱ͖, a Λܕܑࢠϧτϥશ, A Λύʔτφʔ,B Λγϟυͱ͍͏.

͜͜ʹղ a = αp,A = βq,B = γr ͱॻ͚Δૉͷ 3ͭ (p, q, r) ,(α,β,γ ) ͍ޓʹૉ
ͳࣗવ, ͕ෳ͋ݸΔͱ͢Δ. ͜͜Ͱ (p ̸ |α, q ̸ |β, r ̸ |γ)
A = βq = σ(a)+m = σ(α)(p+1)+m͜͜Ͱ,X = pσ(α)+σ(α)ͱ͓͘ͱ, βq = X+m.

͜ΕΑΓ, m = βq −X

B = γr = σ(A) + 1 = σ(β)q + σ(β) + 1 = Y + 1, ͨͩ͠ Y = σ(β)q + σ(β)

γr = Y + 1

σ(B) = σ(γ)r + σ(γ) = 2a+m+ 2 = 2αp+m+ 2 = Z, ͨͩ͠ɹ Z = σ(γ)r + σ(γ)

Ώ͑ʹ,m = βq −X Λೖͯ͠

Z = 2αp+m+ 2 = 2αp+ 2 + βq −X

γr = Y + 1 = σ(β)q + σ(β) + 1

ͱΈ߹Θͤͯ q Λফ͢ڈΔ.

X = pσ(α) + σ(α) ʹΑͬͯ,

ࣜ Z = 2αp+ 2 + βq −X = 2αp+ 2 + βq − (pσ(α) + σ(α)).

Ώ͑ʹ,

Z = 2αp+ 2 + βq − (pσ(α) + σ(α)) = p(2α− σ(α)) + 2 + βq − σ(α).

Z = σ(γ)r + σ(γ) ͩͬͨͷͰ,

σ(γ)r + σ(γ) = p(2α− σ(α)) + 2 + βq − σ(α).

γr = Y + 1 = σ(β)q + σ(β) + 1 Λ༻͍ͯ,r Λফ͢ڈΔ.

γ Λ্ͷࣜʹͯ͡

σ(γ)ɹγr + σ(γ)γ = pγ(2α− σ(α)) + 2γ + βγq − γσ(α).

γr = σ(β)q + σ(β) + 1 Λೖ͢Ε

σ(γ)(σ(β)q + σ(β) + 1) + σ(γ)γ = pγ(2α− σ(α)) + 2γ + βγq − γσ(α).
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m = βq −X ʹΑͬͯ, Λ q ফ͢ڈΔ.

σ(γ)(σ(β) ∗ m+X

β
+ σ(β) + 1) + σ(γ)γ = pγ(2α− σ(α)) + 2γ + βγ

m+X

β
− γσ(α).

σ(γ)σ(β)(m+X) + βσ(β) + β) + σ(γ)γβ =

pβγ(2α− σ(α)) + 2βγ + βγ(m+X)− βγσ(α).

X = pσ(α) + σ(α) Λೖͯ͠, m = Γp+∆ ͷܗʹཧ͢Δͱm  p ͳ͍ͷؔ͠ʹ
Ͱ Γ = 0. X, p ͷΈͷ߲Λͯ͑ߟ

σ(γ)(σ(β)X = pβγ(2α− σ(α)) + βγX

X = pσ(α) ͷܗͰೖ͠ p ͷΛٻΊΔ.

σ(γ)σ(β)pσ(α) = pβγ(2α− σ(α)) + pβγσ(α)

σ(γ)σ(β)σ(α) = βγ(2α− σ(α)) + βγσ(α) = αβγ.

Φ = γβα ͱ͓͘ͱ σ(γ)σ(β)σ(α) = σ(Φ).

Ώ͑ʹ 2Φ= σ(Φ)

Φ શʹͳΔ. શԾઆ ,ͱ͏Λ(ͳ͍͠ࡏશଘح) Φ = 2νΘ,Θ =

2ν+1 − 1 : ૉ.

αβγ = 2νΘ ʹΑͬͯ, α,β,γ ͍ޓʹૉͳͷͰ, ͜ΕΒ
α = 1,β = 2ν , γ = Θ ͳͲͷՄੑʹߜΒΕΔ.
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Markovトリプルの同値条件とDiophantine equation

a2 + b2 + c2 = abcf (a, b, c)

渋川元樹 ∗ (神戸大理)

講演動画 † : https://www.youtube.com/watch?v=ARcZ5JcKq-M

概 要
Rademacher, Hirzebruch-ZagierらによるMarkovトリプルの同値条件及びその応用から得られる Diophantine equation a2 + b2 + c2 = abcf(a, b, c)の非可解性について述べる.

1 Markov triples and Rademacher, Hirzebruch-Zagier

以下 Z≥0を非負整数全体, Zを整数環とする. Markovトリプル (a, b, c)はMarkov方程式
a2 + b2 + c2 = 3abc. (1)

の正の整数解と定義する. よく知られているように (a, b, c)がMarkovトリプルとすると, a, b, cは対
ごとに素, すなわち

gcd(b, c) = gcd(c, a) = gcd(a, b) = 1

である. ゆえに以下では特に断らない限り a, b, cは対ごとに素とする.

鍵となる同値条件は以下の通り:

a2 + b2 ≡ 0 (mod c), b2 + c2 ≡ 0 (mod a), c2 + a2 ≡ 0 (mod b). (2)

Theorem 1 (Rademacher [2], Hirzebruch-Zagier [1]). (1) ⇔ (2).

Proof. ⇒) 明らか.

⇐) D(a; b, c)をDedekind (Rademacher) 和
D(a; b, c) :=

1

a

a−1∑

k=1

cot

(
πbk

a

)
cot

(
πck

a

)

とし, d(a; b)を通常のDedekind和
d(a; b) :=

1

4
D(a; b, 1) =

1

4
D(a; 1, b).
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とする [2], [3]. b′を bb′ ≡ 1 (mod a)満たす整数とすると
D(a; b, c) = D(a; 1, b′c) = 4d(a; b′c).

よって d(a; b)についての零条件 [3] p28

b2 + 1 ≡ 0 (mod a) ⇔ d(a; b) = 0,

より, D(a; b, c)の零条件
b2 + c2 ≡ 0 (mod a) ⇔ D(a; b, c) = 0 (3)

を得る. 条件 (2)と零条件 (3)から
D(a; b, c) = D(b; c, a) = D(c; a, b) = 0

を得る.

最後にD(a; b, c)についての相互律 [2]

D(a; b, c) +D(b; c, a) +D(c; a, b) =
a2 + b2 + c2

3abc
− 1,

から三つ組 (a, b, c)がMarkov方程式 (1)を満たす.

Example 2. Fibonacci数
F0 := 0, F1 := 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn

を用いて
(a, b, c) = (1, F2n−1, F2n+1) n ∈ Z≥0

とおくと, これはMarkov triplesである:

1 + F 2
2n−1 + F 2

2n+1 = 3F2n−1F2n+1.

実際, Catalan恒等式
F 2
n − Fn−rFn+r = (−1)n−rF 2

r

を特殊化すると
F 2
2n−1 + 1 = F 2

2n−1 + F 2
2 = F2n−3F2n+1 ≡ 0 (modF2n+1),

F 2
2n+1 + 1 = F 2

2n+1 + F 2
2 = F2n−1F2n+3 ≡ 0 (modF2n−1)

を満たすので, Theorem1より (1, F2n−1, F2n+1)はMarkov triplesである.
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2 Main results

整数係数の多項式 f(a, b, c) ∈ Z[a, b, c]に付随するDiophantine equation

a2 + b2 + c2 = abcf(a, b, c) (4)

を導入する.

Theorem 3. 対ごとに素な正の整数 (a, b, c)がDiophantine equation (4)の解であるのは, (a, b, c)が
Markovトリプルかつ f(a, b, c) = 3を満たすとき, そのときに限る.

Proof. Diophantine equation (4)が対ごとに素な正の整数解 (a, b, c)な解とすると, (a, b, c)は条件 (2)

を満たす. よって Theorem 1より, (a, b, c)はMarkovトリプルで
abcf(a, b, c) = a2 + b2 + c2 = 3abc.

ここで abc ̸= 0ゆえ, f(a, b, c) = 3.

他方, f(a, b, c) = 3なるMarkovトリプル (a, b, c)があったとすると
a2 + b2 + c2 = 3abc = abcf(a, b, c).

この Theorem 3の系として, 以下を得る.

Corollary 4. kを a, b, cの最大公約数とする;

k := gcd(a, b, c).

(1) kが 1でも 3でもないとき, Diophantine equation (4)は正の整数解を持たない.

(2) k = 1 のとき, 恒等的に零でない任意の非負整数係数多項式 g(a, b, c) ∈ Z≥0[a, b, c] について
Diophantine equation

a2 + b2 + c2 = abc(3 + g(a, b, c)) (5)

は正の整数解を持たない.

(3) k = 3 のとき, 任意の非負整数係数多項式 g(a, b, c) ̸≡ 1 ∈ Z≥0[a, b, c] について Diophantine

equation

a2 + b2 + c2 = abcg(a, b, c) (6)

は正の整数解を持たない.

Proof. まず互いに素な a, b, cがDiophantine equation (4)を満たすならば a, b, cは対ごとに素である
ことに注意する. 実際,

a ≡ 0 (mod gcd(b, c)), b ≡ 0 (mod gcd(c, a)), c ≡ 0 (mod gcd(a, b))

ゆえ
gcd(b, c) = gcd(c, a) = gcd(a, b) = gcd(a, b, c) = 1.
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よって (a, b, c)が (4)の正の整数解ならば, 対ごとに素な正の整数 a0, b0, c0が存在して
a = ka0, b = kb0, c = kc0 (7)

と仮定してよい.

(1) (7)を (4)に代入すると,

a20 + b20 + c20 = a0b0c0kf(ka0, kb0, kc0). (8)

(a0, b0, c0)が (4)の対ごとに素な正の整数解ならば Theorem 3より,

kf(ka0, kb0, kc0) = 3. (9)

ここで f(ka0, kb0, kc0)は整数ゆえ, 方程式 (9)が正の整数解を持つのは k = 1か 3の場合に限る.

(2) 恒等的に零でない非負整数係数多項式 g(a, b, c)と正の整数 (a, b, c)について, 3 + g(a, b, c)は 3よ
り大きい. よって Theorem 3より, (5)は正の整数解を持たない.

(3) k = 3を (8)に代入すると
a20 + b20 + c20 = a0b0c03f(3a0, 3b0, 3c0).

ここに Theorem 3を適応すると
a20 + b20 + c20 = a0b0c03f(3a0, 3b0, 3c0) ⇔ f(3a0, 3b0, 3c0) = 1.

他方,恒等的に零でない任意の非負整数係数多項式g(a, b, c)と正整数a0, b0, c0についてg(3a0, 3b0, 3c0) =

1となるのは g(a, b, c) ≡ 1のとき, そのときに限る.

Remark 5. Theorem 1は本質的にRademacher [2] の Part III Lecture 32やHirzebruch-Zagier [1]

で言及されている. しかしながら Theorem 3や Corollary 4は未知の結果のように思われる.

3 Concluding remarks

まず Theorem1のDedekind和を用いない別証明である. 現状 Theorem1に関しては, 今回紹介し
た “Dedekind和”というブラックボックスを用いた証明以外は知られていないようである. なので数
論的, あるいは不定方程式論的な別証明が得られることが望ましい.

次いで連立の合同式 (2)の変形
pa2 + qb2 ≡ 0 (mod c), qb2 + rc2 ≡ 0 (mod a), rc2 + pa2 ≡ 0 (mod b) (10)

とDiophantine equationとの関係である. 特にMarkov-Rosenberger equation

pa2 + qb2 + rc2 = sabc

については, Markov equationと同様に, 適当な seed解からmutations

µ1(a, b, c) =

(
s

p
bc− a, b, c

)
, µ2(a, b, c) =

(
a,

s

q
ac− b, c

)
, µ3(a, b, c) =

(
a, b,

s

r
ab− c

)
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により全ての非自明解が得られる (p, q, r, s)がRosenbergerにより決定されている:

(p, q, r, s) =(1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 3), (1, 1, 2, 4), (1, 2, 3, 6), (1, 1, 2, 2), (1, 1, 5, 5).

なので, この場合に Theorem1の類似が存在するのかは考察すべきであろう. その際に, たとえば
Theorem1の Dedekind和を用いない数論的別証明が与えられれば, その変奏から何某かの知見も得
られる可能性がある. あるいは, Dedekind和の方を, Theorem1の類似を得るために適した形に変形
するという問題もある.
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三角函数の等分値で書けない実数
渋川元樹 ∗ (神戸大理)

講演動画 : https://www.youtube.com/watch?v=mseIcUekqrU

概 要
実数が三角函数の等分値で書けないための十分条件を与える.

1 Introduction

整数全体を有理数全体を Z, 有理数全体をQ, 正の有理数全体をQ>0とする. 筆者は [4]で次の定理
を示した.

Theorem 1. N ≥ 3, β ∈ Q>0, β
1
N , . . . ,β

N−1
N ̸∈ Qとする. 任意の正の整数mについて
N
√

β ̸∈ Q(ζm).

よって特に
cos (πθ), cos (πθ)2, . . . , cos (πθ)N−1 ̸∈ Q

かつ cos (πθ)N ∈ Qとなるような θ ∈ Qは存在しない. 同様に tan (πθ), tan (πθ)2, . . . , tan (πθ)N−1 ̸∈
Qかつ tan (πθ)N ∈ Qなる θ ∈ Qも存在しない.

この定理はN ≥ 3についての結果であったが, N = 1, 2に関しては以下の結果が知られている.

Theorem 2 (Olmsted [3], Carlitz-Thomas [1]). (1) θ ∈ Qかつ cos (πθ) ∈ Qならば cos (πθ)の値は
0, ±1

2
, ±1

のいずれかのみ. sin (πθ) ∈ Qについても同様.

(2) θ ∈ Qかつ tan (πθ) ∈ Qならば tan (πθ)の値は
0, ±1

のいずれかのみ.

∗g-shibukawa@math.kobe-u.ac.jp
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Corollary 3. (1) θ ∈ Qかつ cos (πθ)2 ∈ Qならば cos (πθ)の値は
0, ±1

2
, ± 1√

2
, ±

√
3

2
, ±1

のいずれかのみ. sin (πθ)についても同様.

(2) θ ∈ Qかつ tan (πθ)2 ∈ Qならば tan (πθ)の値は
0, ± 1√

3
, 1, ±

√
3

のいずれかのみ.

更に定理 1, 定理 2, 系 3を併せることで次を得た.

Theorem 4 ([4]). ある自然数nと θ ∈ Qが存在して cos (πθ)n ∈ Q (resp. tan (πθ)n) ならば cos (πθ)

あるいは sin (πθ)の値は
sin (πθ), cos (πθ) =

⎧
⎨

⎩
0, ±1

2 , ±1 (n : odd)

0, ± 1√
2
, ±1

2 , ±
√
3
2 , ±1 (n : even)

,

resp.

tan (πθ) =

⎧
⎨

⎩
0, ±1 (n : odd)

0, ± 1√
3
, ±1, ±

√
3 (n : even)

のいずれかのみ.

これは以下のように読み替えることもできる.

Corollary 5. θを 0 < θ < 1
2 なる有理数とする.

(1) 任意の正整数mについて, θ ̸= 1
3 (resp. θ ̸= 1

6) ならば cos (πθ)2m−1 (resp. sin (πθ)2m−1)は無理
数であり, θ ̸= 1

3 ,
1
4 ,

1
6 ならば sin (πθ)2m, cos (πθ)2mはいずれも無理数である.

(2) 任意の正整数 m について, θ ̸= 1
4 ならば tan (πθ)2m−1 は無理数であり, θ ̸= 1

3 ,
1
4 ,

1
6 ならば

tan (πθ)2mは無理数である.

これらの証明は円分体とKummer体のGalois理論のよく知られたいくつかの結果を用いるもので
あり, 私は無理数論の専門家ではないので断言はできないが, 少なくとも私が調べた範囲では無理数論
の観点からのこれらの事実への言及や証明されていないようである (Galois理論的には余りにも当た
り前なので, folkloreとしてあえて論文や成書といった形では言及されていない可能性もあると思う).

他方, これらの事実の無理数論的証明も期待される. そこで本稿では, より一般に次のような三角函
数の等分値で書けない実数についての一つの十分条件を, Galois理論無しに証明する.

Theorem 6. (1) 実数 0 < α < 1のQ上の最小多項式 fα(x)が実数でない根を持つならば, 任意の有
理数 θについて

cos (πθ) ̸= α.

sin (πθ)についても同様.

(2) 実数 αのQ上の最小多項式 fα(x)が実数でない根を持つならば, 任意の有理数 θについて
tan (πθ) ̸= α.
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2 Proof of Theorem6

(1) sin
(
πθ + π

2

)
= cos (πθ)ゆえ cosについて示せば十分である. 実数 0 < α < 1のQ上の最小多項

式 fα(x)が実数でない根を持つとして, ある有理数 θ = n
m が存在して

α = cos (πθ) (1)

が成立したとする. ここで d := deg(fα)として, N を 2mN > dが成立する任意の整数とする. 第一
種 Chebyshev多項式

Tn(x) :=
1

2

⌊n
2 ⌋∑

k=0

(−1)k
n

n− k

(
n− k

k

)
(2x)n−2k ∈ Z[x]

を用いて, 2mN 次の整数係数多項式
F (x) := T2mN (x)− 1 ∈ Z[x]

を考える. すると cos(x)の極値が 1であることより, F (x)は±1に単根を持ち, mN − 1個の二重根
{
cos

(
πk

mN

)∣∣∣∣ k = 1, . . . ,mN − 1

}

を持つことがわかる:

F (x) = 2n−1(x2 − 1)
mN−1∏

k=1

(
x− cos

(
πk

mN

))2

. (2)

これより特に F (x)の根は全て実数である.

他方
cos (2mNπθ) = cos (π2nN) = 1

と
cos (2mNπθ) = T2mN (cos (πθ)) = T2mN (α)

ゆえ, αは F (x)の根である. よってある g(x) ∈ Q[x]が存在して,

F (x) = fα(x)g(x)

が成立する. しかし αの仮定より, fα(x) ∈ Q[x]は実でない根を持つので, これは矛盾である.

(2) N を 2mN − 1 > dが成立する任意の整数とする. tanの倍角公式
tan (2mNπθ) =

√
−1

e2mN
√
−1πθ − e−2mN

√
−1πθ

e2mN
√
−1πθ + e−2mN

√
−1πθ

=
√
−1

(
cos (πθ) +

√
−1 sin (πθ)

)2mN −
(
cos (πθ)−

√
−1 sin (πθ)

)2mN

(
cos (πθ) +

√
−1 sin (πθ)

)2mN
+
(
cos (πθ)−

√
−1 sin (πθ)

)2mN
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=

∑mN−1
k=0 (−1)k

(2mN
2k+1

)
(tan (πθ))2k+1

∑mN
k=0(−1)k

(2mN
2k

)
(tan (πθ))2k

の分子の多項式をQ2mN (x)とする:

Q2mN (x) :=
mN−1∑

k=0

(−1)k
(
2mN

2k + 1

)
x2k+1.

この 2mN − 1次の整数係数多項式QmN (x)の 2mN − 1個の根は
{
tan

(
πk

2mN

)∣∣∣∣ 0 ≤ k ≤ 2mM − 1, k ̸= mN

}

であり, 特に全て実数である:

Q2mN (x) = −(−1)mN2mNx
∏

1≤k≤2mN−1
k ̸=mN

(
x− tan

(
πk

2mN

))
.

他方, tan (πθ) = tan
(
πn
m

)
= αから

tan (mNπθ) = tan (πNn) = 0

より αもQmN (x)の根であることがわかる. よって g(x) ∈ Q[x]が存在して
QmN (x) = fα(x)g(x)

となるが, 先程と同様に fα(x)には実でない根が存在するのでこれは矛盾である.

3 Concluding remarks

(1) Theorem6はTheorem1の一般化である. 実際, Theorem1のβを用いてα = N
√
βとすると, fα(x)は e

2π
√
−1

N αを根に持つので Theorem6より, 任意の有理数 θについて cos (πθ) ̸= N
√
β や tan (πθ) ̸=

N
√
β が成り立つことがわかる.

(2) Q(cos (πθ)), Q(tan (πθ))が総実 (共役体が全て実)であることを認めるならば, Theorem6は, そ
の対偶「ある有理数 θ が存在して α = cos (πθ) ならば, Q(α) は総実」より直ちに従う. ただし,

Q(cos (πθ)), Q(tan (πθ))が総実であることの証明には Galois理論もしくは, 上述したような倍角公
式の議論が必要になると思われる.

またこの命題の逆「Q(α)が総実ならば, ある有理数 θが存在して α = cos (πθ)」は成り立たない.

実際, α =
√
3−

√
2とするとQ(α)は総実ではあるが, Galoisではないので α = cos (πθ)なる有理数

θは存在しない (Q(α)を含む最小のGalois体はQ上 8次のQ(
√
7,α)).

更にQ(α)が総実かつGaloisかつAbelであったとしても, α = cos (πθ)なる有理数 θは存在すると
は限らない. たとえば α =

√
3− 2

√
2 =

√
2− 1とすると

1

α
=

√
3 + 2

√
2 =

√
2 + 1
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ゆえ, 総実かつGalois(かつAbel)であるが, αのQ上の最小多項式は
x2 + 2x− 1

であり, x = z + z−1として z2を掛けると,

z4 + 2z3 + z2 + 2z + 1

を得る. もしα = 2 cos (πθ) = eπ
√
−1θ+e−π

√
−1θなる有理数 θが存在したとすると z4+2z3+z2+2z+1

は 4次の円分多項式
Φ5(z) = z4 + z3 + z2 + z + 1, Φ8(z) = z4 + 1,

Φ10(z) = z4 − z3 + z2 − z + 1, Φ12(z) = z4 − z2 + 1

のいずれかに一致しなければならないが, そのいずれにも該当しない.

しかしQ(α)が総実かつGaloisかつ Abelであるならば, Q(α) ⊂ Q(cos (πθ))なる有理数 θが存在
する (Kronecker-Weber).

(3) 上述の証明は a ̸= bの判定を, そのQ上の拡大Q(a)とQ(b)が一致しないことから導くという論
法である. 本稿ではGalois理論を用いない証明を主題としたので, Galois群, あるいはGalois拡大を
用いない総実性から判定したが, 「Galois群を使わない」ということであれば, Galois拡大による判
定もできる. ただし, 具体的な代数的数が三角函数の等分値になるか否かの判定は, 総実性を用いる
判定の方がやりやすいように思われる (つまり三角函数の等分値になるか否かの判定は, 総実, Galois,

Abelの順にしていくのがよい?).
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三角関数が 有理数の角度に対して

有理数の値をとるのはいつか？  
 

東京海洋大学名誉教授  中 村 滋 

はじめに 

フィボナッチ数とは直接の関係はありませんが，今回の渋川元樹さんの論文「三角函数

の等分値で書けない実数」に関係あるので，とても興味深い表記の定理の極めて初等的な

証明を紹介します．「有理数の角度に対して 三角関数が有理数になるのはいつか？」とい

う問に答える定理です． 

定理 角度 α＝ｒ×360°(ｒ∈ℚ) に対する sinα，cosα の値は 0，±1/2，±1 に限ら

れる． 

これは普通「Niven の定理」と呼ばれていますが，Niven が書いている通り，Olmsted が

証明し，Niven が紹介しました．最近になって，cosα の２倍角の公式だけを使う初等的

な証明が見つかりました．一つは１０年ほど前の Jahnel によるもの，もう一つは今年発

表された Paolillo と Vincenzi の共著論文です． 

（証明１；by Jahnel）角度 α＝ｒ×360°(ｒ∈ℚ) に対して 2 cosα＝a／b（a，b は整

数で (a，b)＝1 とする）とおくと，cosine の２倍角の定理により，2 cos2α＝2 cos２α－2

＝(a２－2b２)／b２ となる．この分母と分子も互いに素だから，右辺は既約分数になる．同

様にして，2 cos4α＝2 cos２2α－2＝{(a２－2b２)２－2b４}／b４ となり，この右辺もやはり

既約分数である．以下 角度を次々に２倍にしていく．もしも b２＞1 だと仮定すると，角

度を２倍にするごとに，右辺の分母は限りなる大きくなっていく．いま，r＝m／n（m，n は

整数で (m，n)＝1 とする）と書くと，｛2 cos 2ｋα；k＝1,2,3,･･･) は，cosine の周期性

から 高々 n 個の値しかとらない．これは矛盾である．したがって b２ ＝1 になる．よっ

て b２＝1，∴  b＝±1 である．2 cosα＝a／b だったので，cosα は 0, ±1／2, ±1 し

か取れない．sin(90°－α)＝cosα だから，sinα についても同様である．      □ 

（証明２；by Paolillo = Vincenzi ）α＝ｒ×360°(ｒ∈ℚ) とし，cosα≠0 と仮定する．

cosα＝a／b（a，b は整数で (a，b)＝1 とする）となったとして，nα／360°∈ℕ  とな

る ｎ を固定する．αｐ＝ｐ×360°／ｎ (ｐ∈ℕ) とおき．αｍ＝α とすると，cosαｍ∈

ℚ である．ここで集合 Ｔｎ＝{ cosαｐ∈ℚ ，cosαｐ≠0｜ｐ∈ℕ } は，作り方から有限で
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あり Ｔｎ≠φ，Ｔｎ⊂ℚ である．cosαｐ＝aｐ／bｐ（aｐ∈ℤ，aｐ≠0，bｐ∈ℕ，(aｐ，bｐ)

＝1）と書く．これらの中で，分母が最大になるものを．cosαｋ＝aｋ／bｋ とする．α２ｋ

＝2αｋ [＝(2×ｋ／ｎ)360°] だから，cosine の２倍角の公式より，cosα２ｋ＝cos 2αｋ

＝2 cos２αｋ－1＝(2 aｋ
２－bｋ

２)／bｋ
２ となる． 

Case１ bｋ が奇数のとき，aｋ
２－2bｋ

２ と bｋ
２ は互いに素であり，≠0 である．ｋ の

取り方から，cosα２ｋ の右辺の分母は bｋ≧ bｋ
２＞0 なので，bｋ＝1 となる．よって，bｐ

＝1, aｋ－±1 である．すなわち cosαｐ＝±1 ． 

Case２ bｋ が偶数のとき，bｋ＝2ｓ（ｓ∈ℕ）と書くと，cosα２ｋ＝cos 2αｋ＝2 cos２αｋ

－1＝(2 aｋ
２－bｋ

２)／bｋ
２＝(2 aｋ

２－ｓ２)／2ｓ２ となる．aｋ と ｓ も互いに素だから，

右辺は 既約分数≠0 である．ｋ の取り方から，bｋ≧2ｓ２＝bｋ
２／2＞0 なので 2≧bｋ＞0

である．すなわち bｋ＝1，2．∴ cosαｐ＝±1／2，±1 に限られる．cosαｐ＝0 にもなる

から，定理は証明された．sin(90°－α)＝cosα によって，sinα についても同様．   □ 

 どちらも素晴らしいですね．普通の高校生にも理解できる証明です． 
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初期値一般の定数係数線型常差分方程式の一般解
渋川元樹 ∗ (神戸大理)

講演動画 : https://www.youtube.com/watch?v=b2BUOc4PXSk

概 要
初期値が一般の場合の定数係数線型常差分方程式の一般解を, 完全斉次対称多項式と基本対称式に特性根を代入した特殊値を用いて表示する公式を与える.

1 Introduction

a0 = 1, a1, . . . , ar ∈ Cとする. このとき, r階定数係数線型常差分方程式を
r∑

j=0

(−1)jajyn−j = 0 (1)

で定める. この (1)は r階定数係数線型常微分方程式
r∑

j=0

(−1)jaj
dn−jy(x)

dxn−j
= 0 (2)

の差分類似であり, Fibonacci数やLucas数をはじめ, 多くの特殊数列が満たす線型差分方程式である.

よく知られているように微分方程式 (2)については初期値
y(0) = c1,

dy(x)

dx

∣∣∣∣
x=0

= c2, . . . ,
dr−1y(x)

dxr−1

∣∣∣∣
x=0

= cr (3)

が与えられると, その一般解が (2)の特性多項式
r∑

j=0

(−1)jajx
n−j =

r∏

j=1

(x− αj) (4)

の (特性)根 α1, . . . ,αrを用いて
y(x) =

r∑

i=1

eαix
r∑

j=1

(−1)j−1cr+1−je
(i)
r,j−1

∏

1≤l ̸=i≤r

1

αi − αl
(5)

∗g-shibukawa@math.kobe-u.ac.jp
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と表示できる. ただし, eαjxは通常の指数函数, e(j)r,r−kは r変数 n次の基本対称式

er,n(x1, . . . , xr) :=

⎧
⎨

⎩

∑
1≤j1<···<jn≤r xj1 · · ·xjr (0 ≤ n ≤ r)

0 (others)

の j番目の変数 xj を 0としてから, 各 xiに αiを代入したものである.

証明は (2)の基本解 eα1x, . . . , eαrx の線型結合
y(x) = C1e

α1x + · · ·+ Cre
αrx

を考え, r個の初期値の条件より連立方程式
⎛

⎜⎝
cr
...

c1

⎞

⎟⎠ = (αr−i
j )1≤i,j≤r

⎛

⎜⎝
C1
...

Cr

⎞

⎟⎠

を立てて, これを C1, . . . , Cr について解けばよい (Vandermonde行列 (αr−i
j )1≤i,j≤r に合わせて書いたので ci のベクトルと Ci のベクトルの並べ方がひっくり返っていることに注意する). この際に

Vandermonde行列 (αr−i
j )1≤i,j≤rの逆行列が問題になるが, Schur多項式

s(λ1,...,λr)(x1, . . . , xr) := det (xλi+r−1
j )1≤i,j≤r

∏

1≤i<j≤r

1

xi − xj

を用いると, 特に一列型の Schur多項式が基本対称式であることより
(αr−i

j )−1
1≤i,j≤r =

(
(−1)i+j det (αr−l

k )1≤k,l≤r
k ̸=i,l ̸=j

)

1≤i,j≤r

∏

1≤i<j≤r

1

αi − αj

=

⎛

⎝(−1)j−1e(i)r,j−1

∏

1≤l ̸=i≤r

1

αi − αl

⎞

⎠

1≤i,j≤r

ゆえ
⎛

⎜⎝
C1
...

Cr

⎞

⎟⎠ = (αr−i
j )−1

1≤i,j≤r

⎛

⎜⎝
cr
...

c1

⎞

⎟⎠

=

⎛

⎝(−1)j−1e(i)r,j−1

∏

1≤l ̸=i≤r

1

αi − αl

⎞

⎠

1≤i,j≤r

⎛

⎜⎝
cr
...

c1

⎞

⎟⎠

=

⎛

⎜⎜⎝

∑r
j=1(−1)j−1cr+1−je

(1)
r,j−1

∏
1≤l ̸=1≤r

1
α1−αl

...
∑r

j=1(−1)j−1cr+1−je
(r)
r,j−1

∏
1≤l<r

1
αr−αl

⎞

⎟⎟⎠
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となり, (5)を得る.

これと同様の議論が, 初期値
y1 = c1, . . . , yr = cr (6)

の差分方程式 (1)の一般解について成立する. すなわち (1)の特性多項式は (2)と同じ (4)であり, そ
の特性根 α1, . . . ,αrを用いると, 一般解は (5)において各基本解 eαixを αn−1

i に置き換えた
yn =

r∑

i=1

αn−1
i

r∑

j=1

(−1)j−1cr+1−je
(i)
r,j−1

∏

1≤l ̸=i≤r

1

αi − αl
(n ≥ 1) (7)

であることがわかる.

たとえば r = 2, α1 = α, α2 = βとして (7)を書き下せば, お馴染みの
yn = αn−1 c2 − βc1

α− β
+ βn−1 c2 − αc1

β − α
= c1

αβn−1 − αn−1β

α− β
+ c2

αn−1 − βn−1

α− β

になっている.

この一般解の表示 (7)はよく知られていると思うが, 次のような欠点がある. まず第一にこれらの
表示はその導出の際に「特性根 α1, . . . ,αrが互いに相異なる」という仮定が必要になる. 結果自体は
特性根の退化が起きているときにもその極限まで含めて考えれば表示が正しいことはわかるが, その
極限を取った表示は一般には自明ではないために, 特性根の退化に応じた個別の計算をしなければな
らない.

第二に, これは微分の場合には生じなかった差分方程式特有の事情だが, 定義より ynは特性根を用いずに与えられた差分 (ないしは微分)方程式の係数 a1, . . . , arと初期値 c1, . . . , crの整数係数多項式の形で書けている. しかし当然のことながら (7)から一般解を具体的に書こうと思うと特性根の明示
的表示を用いるか, 適当に整理して特性根の対称多項式の形に書き直すかのいずれかの stepが必要に
なる. それゆえ実際の計算をするうえでは非常に使い勝手が悪く, あまり役に立たない.

そこで本稿ではこれらの困難を解消するために, (1)の, 初期値一般
y1 = c1, . . . , yr = cr (8)

の場合の一般解を, r変数の完全斉次対称多項式
hr,n(x1, . . . , xr) :=

∑

j1+···+jr=n

xj11 · · ·xjrr , hr,0(x1, . . . , xr) := 1

hr,−1(x1, . . . , xr) := 0, . . . , hr,−r+1(x1, . . . , xr) := 0

及び基本対称式 er,n(x1, . . . , xr) に, (1)の特性多項式 (4) の根 α1, . . . ,αrを代入した
hr,n := hr,n(α1, . . . ,αr), er,n := er,n(α1, . . . ,αr) = an

を用いて明示的に表示する以下の公式を与える.
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Theorem 1. 初期値 y1 := c1, . . . , yr := cr で差分方程式 (1)を満たす一般解 {yn}n≥1は以下のように書ける:

yn =
r∑

i=1

hr,n−i

i−1∑

j=0

(−1)jajci−j (9)

=
r∑

i=1

ci

r−i∑

j=0

(−1)jajhr,n−i−j . (10)

更には hr,nを基本対称式 er,1, . . . , er,r で表示する公式と併せて, 初期値一般の r階定数係数線型常
差分方程式の一般解を, 特性根を用いない, すなわち (1)の係数 a1, . . . , ar と初期値 c1, . . . , cr のみで書く以下の公式も導出する.

Theorem 2. 初期値 y1 := c1, . . . , yr := cr で差分方程式 (1)を満たす一般解 {yn}n≥1は以下のように書ける:

yn =
r∑

i=1

∑

m1,...,mr≥0∑r
k=1 kmk=n−i

(m1 + · · ·+mr)!
r∏

l=1

(−1)(l−1)mlaml
l

ml!

i−1∑

j=0

(−1)jajci−j (11)

=
r∑

i=1

ci

r−i∑

j=0

(−1)jaj
∑

m1,...,mr≥0∑r
k=1 kmk=n−i−j

(m1 + · · ·+mr)!
r∏

j=1

(−1)(l−1)mlaml
l

ml!
. (12)

この Theorem1あるいは Theorem2は恐らく “folklore”の類で, 真に未知の結果ではないと思う.

しかしMacdonald [1]をはじめ, 明示的に書かれている適当な文献が見当たらず, Fibonacci協会界隈
でも見かけたことがないので, 今回ノートとしてまとめた次第である.

2 Proof of main results

Theorem1の証明に必要な補題を述べる.

Lemma 3. (1) Wronski関係式
min (n,r)∑

j=0

(−1)jer,jhr,n−j = 0. (13)

(2)

(hr,i−j)
−1
1≤i,j≤r = ((−1)i−jer,i−j)1≤i,j≤r. (14)

Proof. (1) [1] (2.6′) 参照.

(2) (13)を用いると直接計算からわかる.
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Proof of Theorem1 まず特性多項式 (4)の根と係数の関係より
aj = er,j

であることに注意すると, (13)より {hr,n}は (1)の解であることがわかる. よって (1)の一般解は
yn =

r∑

j=1

Cjhr,n−j

と書ける.

この表示より
⎛

⎜⎝
y1
...

yr

⎞

⎟⎠ = (hi−j)1≤i,j≤r

⎛

⎜⎝
C1
...

Cr

⎞

⎟⎠

ゆえ, この両辺に左から (hi−j)
−1
1≤i,j≤rを掛けると, (14)と (8)より

⎛

⎜⎝
C1
...

Cr

⎞

⎟⎠ = (hi−j)
−1
1≤i,j≤r

⎛

⎜⎝
y1
...

yr

⎞

⎟⎠ = ((−1)i−jer,i−j)1≤i,j≤r

⎛

⎜⎝
c1
...

cr

⎞

⎟⎠ =

⎛

⎜⎝
c1
...∑r−1

j=0(−1)jer,jcr−j

⎞

⎟⎠

ゆえ結論を得る.

Example 4. (1) r = 2の場合
yn = h2,n−1c1 + h2,n−2(c2 − a1c1)

= c1(h2,n−1 − a1h2,n−2) + c2h2,n−2.

特に a1 = e2,1 = 1, a2 = e2,2 = −1, c1 = 1, c2 = 1とすると
yn = h2,n−1 =

1√
5

{(
1 +

√
5

2

)n

−
(
1−

√
5

2

)n}
= Fn,

となるのでこれは Fibonacci数に他ならない.

また初期値を c1 = 1, c2 = 3に変更すると
yn = h2,n−1 + 2h2,n−2 = Fn + 2Fn−1

となり, これは Lucas数 Lnの Fibonacci数による表示である. 通常はこれを Fn+1 = Fn + Fn−1で整理した Ln = Fn+1 + Fn−1の方が有名であるが, 一般解の表示公式からは Ln = Fn + 2Fn−1の方が自然であることがわかる.

(2) r = 3の場合
yn = h3,n−1c1 + h3,n−2(c2 − a1c1) + h3,n−3(c3 − a1c2 + a2c1)

= c1(h3,n−1 − a1h3,n−2 + a2h3,n−3) + c2(h3,n−2 − a1h3,n−3) + c3h3,n−3.
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Theorem2の証明は次の補題を証明すれば十分である.

Lemma 5. 任意の非負整数 nについて
hr,n =

∑

m1,...,mr≥0∑r
k=1 kmk=n

(m1 + · · ·+mr)!
r∏

j=1

(−1)mj(j−1)a
mj

j

mj !
. (15)

Proof. まず {hr,n}の母函数が
∑

n≥0

hr,nu
n =

r∏

j=1

1

1− αju
=

⎛

⎝1 +
r∑

j=1

(−1)jaju
j

⎞

⎠
−1

であることに注意する. この最右辺をMellin変換により
⎛

⎝1 +
r∑

j=1

(−1)jaju
j

⎞

⎠
−1

=

∫ ∞

0
e−(1+

∑r
j=1(−1)jajuj)t dt =

∫ ∞

0
e−t

r∏

j=1

e(−1)j−1ajujt dt

と変形して計算すると
∑

n≥0

hr,nu
n =

∫ ∞

0
e−t

∑

m1,...,mr≥0

r∏

j=1

(−1)mj(j−1)a
mj

j ujmj

mj !
tmj dt

=
∑

m1,...,mr≥0

u
∑r

k=1 kmk

∫ ∞

0
e−ttm1+···+mr dt

r∏

j=1

(−1)mj(j−1)a
mj

j

mj !

=
∑

n≥0

un
∑

m1,...,mr≥0∑r
k=1 kmk=n

(m1 + · · ·+mr)!
r∏

j=1

(−1)mj(j−1)a
mj

j

mj !
.

unについての係数比較をして結論を得る.

Example 6. (1) r = 2の場合
h2,n =

∑

m1,m2≥0
m1+2m2=n

(−1)m2(m1 +m2)!
am1
1

m1!

am2
2

m2!

=

⌊n
2 ⌋∑

k=0

(−1)k(n− k)!
an−2k
1

(n− 2k)!

ak2
k!

=

⌊n
2 ⌋∑

k=0

(−1)k
(
n− k

k

)
an−2k
1 ak2.

特に a1 = 2x, a2 = 1とすれば, 第二種 Chebyshev多項式
Un(x) :=

⌊n
2 ⌋∑

k=0

(−1)k
(
n− k

k

)
(2x)n−2k
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であり, a1 = 1, a2 = −1とすれば, Fibonacci数の二項係数の和による表示
Fn+1 =

⌊n
2 ⌋∑

k=0

(
n− k

k

)

である.

(2) r = 3の場合
h3,n =

∑

m1,m2,m3≥0
m1+2m2+3m3=n

(−1)m2+2m3(m1 +m2 +m3)!
am1
1

m1!

am2
2

m2!

am3
3

m3!

=
∑

m1,m2,m3≥0
m1+2m2+3m3=n

(−1)m2+2m3(m1 +m2 +m3)!
am1
1

m1!

am2
2

m2!

am3
3

m3!

=
∑

k,l≥0
2k+3l≤n

(−1)k(n− k − 2l)!
an−2k−3l
1

(n− 2k − 3l)!

ak2
k!

al3
l!

=
∑

k,l≥0
2k+3l≤n

(−1)k
(
n− k − 2l

k, l

)
an−2k−3l
1 ak2a

l
3

Theorem1とTheorem2の応用として,初期値 (3)の定数係数常微分方程式 (2)の一般解 (5)のx = 0

での Taylor展開の展開係数が得られる.

Corollary 7.

y(x) =
r∑

i=1

∑

n≥0

αn
i

n!
xn

r∑

j=1

(−1)j−1cr+1−je
(i)
r,j−1

∏

1≤l ̸=i≤r

1

αi − αl
(16)

=
r∑

i=1

i−1∑

j=0

(−1)jajci−j

∑

n≥0

xn

n!
hr,n+1−i (17)

=
r∑

i=1

ci

r−i∑

j=0

(−1)jaj
∑

n≥0

xn

n!
hr,n+1−i−j (18)

=
r∑

i=1

i−1∑

j=0

(−1)jajci−j

∑

n≥0

xn

n!

∑

m1,...,mr≥0∑r
k=1 kmk=n+1−i

(m1 + · · ·+mr)!
r∏

l=1

(−1)(l−1)mlaml
l

ml!
(19)

=
r∑

i=1

ci

r−i∑

j=0

(−1)jaj
∑

n≥0

xn

n!

∑

m1,...,mr≥0∑r
k=1 kmk=n+1−i−j

(m1 + · · ·+mr)!
r∏

j=1

(−1)(l−1)mlaml
l

ml!
. (20)

これらの級数は, 元は指数函数の線型和であったことから, 収束半径は無限大である. また (19), (20)

は特性根を用いていない, 微分方程式 (2)の係数と初期値のみの表示であることに注意せよ.
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Remark 8. Theorem1とTheorem2は斉次型の差分方程式 (1)の一般解であるが, 更に定数 cを取っ
て非斉次型の差分方程式

r∑

j=0

(−1)jajyn−j = c (21)

についても, (21)の特解との和の形で一般解を書くことができる. (21)の特解は, N を
r∑

j=0

(−1)j(−j)kaj = 0 (k = 0, 1, . . . , N − 1)

r∑

j=0

(−1)j(−j)Naj ̸= 0

なる非負整数とするとき
yn =

c∑r
j=0(−1)j(−j)Naj

nN

である (等差数列の一般化)ので, 初期値 y1 := c1, . . . , yr := crの非斉次型定数係数常差分方程式 (21)

の一般解は以下のように書ける:

yn − c∑r
j=0(−1)j(−j)Naj

nN

=
r∑

i=1

hr,n−i

i−1∑

j=0

(−1)jajci−j (22)

=
r∑

i=1

ci

r−i∑

j=0

(−1)jajhr,n−i−j (23)

=
r∑

i=1

∑

m1,...,mr≥0∑r
k=1 kmk=n−i

(m1 + · · ·+mr)!
r∏

l=1

(−1)(l−1)mlaml
l

ml!

i−1∑

j=0

(−1)jajci−j (24)

=
r∑

i=1

ci

r−i∑

j=0

(−1)jaj
∑

m1,...,mr≥0∑r
k=1 kmk=n−i−j

(m1 + · · ·+mr)!
r∏

j=1

(−1)(l−1)mlaml
l

ml!
. (25)

参考文献
[1] I. G. Macdonald: Symmetric Functions and Hall Polynomials, Oxford University Press,

1995.
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1-1, Rokkodai, Nada-ku, Kobe, 657-8501, JAPAN

E-mail: g-shibukawa@math.kobe-u.ac.jp
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ϵ, µ -半群三叉とその性質について
打越柊哉　海城高校二年

2021年 9月 1日
概要

著者が ϵ, µ -半群三叉と名付けた数学的構造と,その性質についての主要な研究結果を記す.

1 はじめに
　今回述べる ϵ, µ-半群三叉は可換環や全順序から簡単に作ることができるため,環や順序といったものを統

一的に記述することを目的として,この数学的構造の性質を記述することにした. 　

2 ϵ, µ -半群三叉の定義とその例
　 ϵ, µ-三叉を以下のように定義する. 　

定義 1. 集合 T と,その上の一つのアーベル群演算 +と可換二項演算 ϵ, µ : T × T → T で,任意の S の元 x, y

に対して, x ϵ y + x µ y = x + yを満たす時,それらの組 {T, ϵ, µ}を ϵ, µ-三叉と定義する. そして,その時のアー
ベル群演算を主演算,その他二つの二項演算を副演算とする. ϵ, µ-三叉のうち,その副演算が両方結合的なもの
を ϵ, µ-半群三叉とする.

可換環からは以下のように作られる: 　
例 1. 可換環 R,+, ·に対して, x ∗ y ! x + y − xyとすると, {R,+, ·, ∗}が ϵ, µ-半群三叉となる.

証明. 定義に従い計算すると, (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) = x + y + z − xy − yz − zx + xyzとなり示される. !

また,全順序集合からは以下のように作られる:

例 2. 任意の全順序集合 S とアーベル群 +に対して, x ∨ y ! max{x, y}, x ∧ y ! min{x, y}とすると, {S ,+,∨,∧}
が ϵ, µ-半群三叉となる.

演算の結合性は順序集合の性質から導かれる.

また,主演算を Z/2Zに固定した時,副演算が可換かつ結合的ならば,全て ϵ, µ -半群三叉となることが調べ上
げることにより分かる.

主演算を Z/3Zに固定した時, ϵ, µ -半群三叉となるような副演算は,結合的な演算を全て調べると (三元半群
は),その副演算の乗積表が次ページの五つのいずれかと同型であることと同値であることが分かる:
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0 1 2

0 0 1 2

1 1 0 2

2 2 2 2

0 1 2

0 0 1 2

1 1 1 2

2 2 2 2

0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 2

2 2 2 2

0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 0

2 2 0 1

0 1 2

0 0 0 0

1 0 0 0

2 0 0 0

3 ϵ, µ -三叉と写像に関する性質
下記のような種類の写像を定義する.

定義 2. アーベル群 Aについて,任意の x, y ∈ Aで f (x + y) + f (0) = f (x) + f (y)を満たす写像 f : A → Aを亜
加法的写像と定義する.

例 3. アーベル群 Aについて, a ∈ Z, b ∈ Aに対し, f (x) ! ax + bと定めれば,亜加法的写像となる. 　
すると, ϵ, µ -三叉と亜加法的写像に関して以下のような定理が成り立つ.

定理 1. ϵ, µ -三叉 {T,+, ϵ, µ}について, ϵ,ϵ ′ と µ, µ′ がそれぞれ同型で,その同型写像が一致していて,それが亜
加法的写像で全単射ならば, {T,+, ϵ′, µ′}は ϵ, µ -三叉である.

証明. ϵ から ϵ′,µから µ′ の同型写像を f ,とおくと, x µ′ y = f ( f −1(x) µ f −1(y)), x ϵ′ y = f ( f −1(x) ϵ f −1(y))と
なり,各辺を足し合わせて,亜加法的写像と ϵ, µ -半群三叉の定義を用いて計算して,

x ϵ′ y + x µ′ y = f ( f −1(x) µ f −1(y)) + f ( f −1(x) ϵ f −1(y)) + f (0)
= f ( f −1(x) µ f −1(y) + f −1(x) ϵ f −1(y)) + f (0)

= f ( f −1(x) + f −1(y)) + f (0)
= f ( f −1(x)) + f ( f −1(y))

= x + y

!

特に集合の元の個数が 3以下である時,全ての写像が亜加法的であるため, ϵ, µ -半群三叉 {T,+, ϵ, µ}に対し,

#T ≤ 3で, ϵ,ϵ ′ と µ, µ′ がそれぞれ同型で,その同型写像が一致しているならば {T,+, ϵ′, µ′}は ϵ, µ -半群三叉で
ある.
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～休憩・展示～ 
「黄金の月」 

五輪教一＋山﨑憲久 

 

 福島県内の現存算額に、 

「与えられた円板から小円板を切り抜いた残りの 

重心の位置」を求める問題があります。 

問題を解いた後で、重心に紐を付けて吊り下げられる限界

を調べたところ、図らずも黄金分割が現れました。 

 

 下に載せた写真は、山﨑が木工作品に仕上げた卓上オブジェです。 

   

 
 今回は紙面での展示ですが、東京での研究会開催が可能になった折りには、ぜひ持参

したいと思っております。 
名付けて「黄金の月」。休憩時に展示室でご覧いただき、疲れた頭を休めていただけ

れば幸いです。 
 


